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I. 

üeber die Eigenschaften der Cometenbewegung. 

(Insigüiores orbitae Cometarum proprietates, 1761.) 



Vorrede. 



£p [III] Es giebt viele Capitel der angewandten Mathematik^ 

Lfl die trotz mehrfacher Behandlung noch weit von dem nothwen- 

T digen Grade der Ausbildung entfernt sind. Zwei Grtlnde sind 

^ es wohl hauptsächlich, die eine Verzögerung hierin verursachen. 

^ Wenn nämlich, wie in der Regel der Fall ist, die Theorie der 

Anwendung halber ausgebaut wird, so geht man häufig, erstere 

nur oberflächlich behandelnd, rasch zur Anwendung über und 

betritt den sich zuerst darbietenden Weg ohne Rücksicht, ob er 

[IV] kurz oder ein Umweg ist. Und andererseits zeigt auch 
die Theorie, wenn man sie sorgfältig entwickeln will, nicht 
selten das Problem von einer so verwickelten und schwierigen 

^^ Seite, schon beim ersten Angriff, dass auch ein geduldiger 
^J^ Arbeiter, der unverdrossen nach Problemen sucht, abgeschreckt 
/ wird. Aber welche Hoffnung könnte einen Forscher mehr an- 

V reizen, ein Problem nochmals anzugreifen, als die, es schliess- 
J lieh doch zu überwinden oder wenigstens Anderen den Weg zu 

bahnen, die um jeden Preis zum wahren Ziele gelangen wollen. 

V Wo ich immer diese Ursachen vorfand, habe ich gesehen, 
cl^ dass jedes schwierige Problem eine ihm eigenthümliche Methode 
5 und eine besondere Verbindung von heuristischen Kunstgriffen 

^ verlangt; solange diese nicht beisammen sind, bekommt man 

^ keine elegante Lösung oder wenigstens nur auf weiten Um- 

^^ wegen. Häufig wird auch der wahre Kern der Frage noch 

[V] verkannt, oder man sieht nicht, was man suchen soll, 
und geht so an dem wahren Angelpunkt vorüber. Nach meiner 
Erfahrung empfiehlt es sich, wenn man eine solche schwierige 
Materie zu behandeln hat, unter allen Umständen, einen ein- 
fachen speciellen Fall herauszugreifen; denn nicht selten findet 

417173 
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sich, dass die schönsten Eigenschaften desselben sich mit ge- 
ringen Aenderungen verallgemeinern lassen; so stellt sich oft 
eine schwierige Sache, wenn gehörig durchgeführt, als leicht 
heraus. Auch deshalb kann eine Sache oft nicht in Fluss 
gebracht werden, weil sie durch zu viele Nebenumstände ver- 
hüllt ist, und erst wenn sie ganz durchschaut ist, erkennt man 
diese als fremd oder willkürlich. 

Beispiele für diese Behauptungen will ich aus anderen 
Wissenschaften nicht vorbringen, da man ihrer in dem vor- 

[VI] liegenden Werke genug findet. Ich habe darin die wich- 
tigsten Eigenschaften der Cometenbewegtmg auf dieselbe Weise 
entwickelt wie vor drei Jahren die der Lichtstrahlen auf ihrem 
Wege durch mehrere durchsichtige, sphärische und concentrische 
Medien (»Les propri^t^s remarquables de la route de la lumiere 
par les airs etc.« A la Haye 1758). 

Methoden, eine Cometenbahn aus drei geocentrischen Beo- 
bachtungen durch Versuche, Construction oder Messung zu er- 
mitteln, kennt man schon viele; wer meine Vorgänger kennt, 
wird daher glauben, es werde hier eine alte Sache nochmals 
abgewandelt. Ich gebe auch zu, dass ich sehr berühmte 
Vorgänger habe, aber doch eben nur Pfadfinder, die von den 
Quellen an sprungweise dahin gelangt sind, wohin eine gute 
Theorie auf einem schönen Wege hätte führen müssen. Die 
ersten Principien und Gesetze des Himmels ausgenommen, 
blieben sie von dem eigentlichen Problem, das hier unser Haupt- 
ziel ist, nämlich die Bahn aus drei Beobachtungen zu entwickeln, 

[VII] sehr weit entfernt. Musste es nicht auffallen, dass die 
schönen Eigenschaften der Kegelschnitte, die durch den Wett- 
eifer der grössten Geometer aller Zeiten erforscht wurden, ganz 
unnütz sein sollten, sobald es sich um Cometenbahnen handelte ? 
Das war doch unter allen Umständen des Versuches werth und 
keine eitle Hoffnung, und der Erfolg hat denn auch gezeigt, 
dass jene schönen Eigenschaften nur noch schöner hervortreten, 
wenn man sie auf die Cometenbahnen in der Weise anwendet, 
dass man an Stelle der Flächen die Zeit setzt. Ich habe die- 
jenigen Sätze, welche die Kegelschnitte unabhängig von den 
Cometenbahnen betreffen, um ihre allgemeinere Bedeutung 
hervorzuheben, mit * Lemmas bezeichnet und sie so von den 
übrigen, die sich auf die Cometenbahnen beziehen, unter- 
schieden. Die schon bekannten Sätze habe ich unter die 
neuen eingereiht, damit der Zusammenhang klarer hervortrete. 
Von dem Neuen habe ich jedoch nur das vorgebracht, was 
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mir schön erschien, und dann solches, was Weiterforschenden 
den Weg weisen konnte, wie ich immer gleich angedeutet 
[VIII] habe. Ich meine hier z. B. die üeberlegungen über die 
orthographische Projection auf die Ebene der Ekliptik oder 
eine andere zweckmässig gewählte Ebene ; dann gewisse Sätze 
im ersten der eigentlichen Abhandlung vorausgehenden Theile, 
und solche im vierten Theile, wo ich kurz den Unterschied 
zwischen parabolischen, elliptischen und hyperbolischen Bahnen 
berühre. Mein Hauptziel war die parabolische Bahn ; hier sind 
die Sätze und Aufgaben so einleuchtend, dass ich auch der 
Beispiele nicht bedurfte, die man sonst hinzufügt. Die ellip- 
tischen Bahnen habe ich im vierten Theile nur so weit aus- 
geführt, dass man den Zusammenhang der schönsten Eigen- 
schaften der parabolischen Bahn mit den entsprechenden der 
anderen Kegelschnitte klar durchschauen konnte. Wer auf 
diesem Gebiete sich gründlicher belehren will, muss zu dem 
ausgezeichneten Werke von Euler > Theoria moiuum Planetarum 
et Cometanmi€ greifen. 



Erster Theil. 
Allgemeinere vorbereitende Sätze über die Parabel. 

[1] § 1. Lemma 1. (Fig. 1.) Wird in der Parabel ÄN^ 
deren Äxe AF und deren Brennptmkt F ist^ ein beliebiger RoMus- 




vector FN gezogen und in seinem Endpunkt die Tangente N T 
so ist Winkel TNF=^\NFB, 
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Beweis: Da nach der Natur der Parabel jPT = J^iV ist, 
so wird Winkel FTN= TNF; nun ist FTN+ TNF= NFB, 
also TNF=\NFB, 

§ 2. Lemma 2. (Fig. 1.) Wird im Scheitel Ä der Parabel 
das Lot ÄS zur Axe errichtet, welches die Tangente TN in S 
schneidet^ und wird S mit dem Brenn^iunJäe F verbunden, so 
wird der Winkel ÄFN durch FS halbirt und die Dreiecke AFS 
und FSN werden ähnlich. 

[2] Beweis: Da nämlich TS = SN und FT — FN, so 
wird Winkel TFS = SFN Ferner steht FS auf der Tan- 
gente TN senkrecht und das Dreieck FSN ist somit recht- 
winklig. Da aber Winkel SÄF ein Rechter ist, so ist auch 
das Dreieck FAS rechtwinklig. Wegen der Gleichheit der 
Winkel AFS und SFN haben also beide Dreiecke gleiche 
Winkel, sind somit ähnlich. 

§ 3. Zusatz 1. Es ist also: AF:FS = FSiFN oder 
FS ist die mittlere P^ojJortionale zwischen FA und FN 

§ 4. Zusatz 2. Da Winkel ASF = SNF, so wird 
AF= SF'^mASF=SF- sin S NF = FN - sin FNT\ Ist 
daher der Eadiusvector FN gegeben und der Winkel FNT, 
so wird daraus sehr leicht der Abstand des Brennpunktes vom 
Scheitel AF wnd die Lage der Axe gefunden. 

§ 5. Zusatz 3. Da der Winkel FSN constant ein Rechter 
ist, so können, wenn der Brennpunkt F und die Gerade AS 
ihrer Lage nach gegeben sind, durch Zdelien von Normalen zu 
den Verbindungslinien von F mit beliebigen Punkten S beliebig 
viele die Parabel einhüllende Tangenten construirt werden. 

§ 6. Anmerkung. Die folgenden Sätze sind längst be- 
kannt und können mit wenig Aenderungen auf die anderen 
[3] Kegelschnitte angewendet werden ; in Bezug auf die Parabel 
mögen sie wie folgt dargelegt werden. 

§ 7. Lemma 3. (Fig. 2.) Wenn an zwei Punkte N und 
M der Parabel die Tangenten NB und RM gelegt und vom 
Brennpunkte F die Geraden FN, FM, FR gezogen werden, 
so sind die Dreiecke FNR und FRM ähnlich und, wenn die 
Tangente MR bis T verlängert tvird, ist der Winkel TRN = 
NFR = RFM. 

Beweis: Man errichte im Scheitel A die Normale A T 
zur Axe AF, verlängere die Tangenten RM und NR bis zu 
ihren Schnitten T und S mit dieser Normalen und ziehe FT 
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und FS. Da dann die Winkel FSB und FTR Rechte sind 
(§ 5) und dieselben der Geraden FR gegenüber liegen, so 
liegen die vier Punkte F, S, T, R auf einem Kreise, dessen 
Durchmesser FR ist. 
Also ist Winkel FST 
+ FRT= 180° und 
^2i\i^YÄSF=FRT= 
FNS (§ 2;. Da somit 
die Dreiecke FNS und 
FTR ähnlich sind, so 
wird auch Winkel SFN 
= TFR und Winkel 
SFT=NFR^SRT, 
Nun ist aber (§ 1) SNF 
= \NFB und TMF 
= i^MFB, also SNF 
— TMF = \NFM\ fer- 
ner im Viereck FNRM: 

Winkel SNF — TMF = NFM -^ TRS und daher NFM 
-- TRS = {NFM oder SRT = {NFM = NFR. Die 
Gerade FR halbirt also den Winkel NFM, Da Winkel 
SNF = TRF, so wird auch FNR = FRM. Somit sind in 
den Dreiecken FNR und FRM entsprechende Winkel gleich, 
sie selbst also einander ähnlich. 

[4] § 8. Zusatz 1. Es wird also FN: FR = FR: FM, 
und daher ist FR die mittlere Proportionale zwischen FN und 
FM (vergl. § 3). Es ist auch 




Fig. 2. 



FN\FR = FR:FM= VFN: VFM, 

§ 9. Zusatz 2. Wenn also der Brennpunkt F und zwei 
Punkte N und M der Parabel gegeben sind, so erhält man, 
wenn man den Winkel NFM durch die Gerade FR halbirt 

und FR = VFN' FM macht, sofort die Möglichkeit, die 
Tangenten RN und RM zu construiren ; fällt man auf sie die 
Lote FS und FT, so erhält man die Gerade TS, welche 
durch den Scheitel geht, und somit diesen selbst und ÄF. 

§ 10. Zusatz 3. Ebenso: wenn das Dreieck FNM ge- 
geben ist, so ist auch Dreieck FRM bekannt und daher der 
Winkel RMF; also hat man nach % 4. ÄF = FM - sin RMF\ 

§ 11. Zusatz 4. Da FRM = FNR, so wird, wenn 
wir die Gerade FN und die Tangente NR festhalten, der 
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Winkel FRM ein constantei seiD, welches anch die Lage von 
FM gegea PN sei. Hiermit ist die oben (§ 5) angegebene 
CoDstruction der Parabel allgemeiner dargethau. 

§ 12. Zusatz 5. Wird die Sehne NM gezogen, so wird 
die Summe der Winkel 

RNM + RMN = TRS = NFR . 
§ 13. Zusatz 6. Da femer iat: 

NR:RM= sin RMN : sin RNM 
[5] und, weil Winkel NFM dnrch FR halbirt wird: 

NR:RM=: 6mRMF: amRNF, 
so folgt 

siüRMN: siiiRNM=!= aiaBMF: ainRNF. 
§ 14. Znsatz 7. Wegen der Äehnlichkeit der Dreiecke 
FNR und FRM ist: 

NB:RM= FN:FB; 

da nun (§ 8) 

FN:FR=:yFN:VF3{, 
so folgt [§ 13) 

VFN: VFM = sinRMF: niaRNF. 
§ 15. Lemma 4. (Fig. 3.) Werden m drei Punk^ L, M, N 
der Parabel die Tangenten LR, PMQ, RN gezogen, so Keyen 
die Scknit^nkte P, R, 
Q derselbe und der 
Brennpunkt F auf einem 
Kreise. 

Beweis: Ea ist 
nSmlioh (§ 7] Winkel 
TRL = ^LFN 
= {LFM+\MFN, 
aber f§ 7} 

^LFM=PFM und 
, \mFN=MFQ,^9o: 
TRL = PFM-\-MFQ 
flS-3- =PFQ. 

Im Viereck PRQF sind somit die Summen zweier gegenflber- 
liegender Winkel PFQ ~\- PRQ = 180° , eine Eigenschaft, 



Abhandlangen zur Bahnbestimmnng der Cometen. 1, 1. 9 

die nur dem in einen Kreis eingeschriebenen Viereck zu- 
kommt. 

[6] § 16. Znsatz 1. Sind daher drei Tangenten einer 
Parabel ihrer Lage nach gegeben, so kann durch ihre Schnitt- 
punkte P, 0, R ein Kreis gelegt werden, der durch den Brenn- 
punkt der Parabel hindurchgeht. 

§ 17. Zusatz 2. Sind fernerhin vier Tangenten einer 
Parabel ihrer Lage nach gegeben, so können zwei solche 
Kreise beschrieben werden, in deren einem Schnittpunkte der 
Brennpunkt der Parabel liegt. 

§ 18. Lemma 5. (Fig. 3.) Hält man die beiden Ta/ngenten 
LR u/nd RN fest und ändert die Lage der dritten PMQ be- 
liebig^ so bleibt das Verhältniss xioischen den Abschnitten LP 
und RQ constant. 

Beweis: Es ist nämlich 

Winkel LFP = ^LFM und 

LFR = \LFN, 
also I 

PFR = \MFN = MFQ ; 

addirt man also zu beiden den Winkel RFM^ so wird 

PFM=RFQ = LFP. 

Es ist aber auch PLF= QRF, also sind die Dreiecke LPF 
und RQF ähnlich und daher das Verhältniss zwischen LP 
und RQ constant. 

[7] § 19. Zusatz L Es wird sonach: 

LP:RQ = LR:RN=LF: RF 
oder : 



LP:RQ = yLF:\NF, (§8) 
§ 20. Zusatz 2. Daraus folgt auch: 



RP\QN = yLF\yNF. 
§21. Zusatz 3. Ferner: 



oder: 



LR=PR+^^ (§19) 
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§ 22. Znsatz 4. Da man hat: 

PFM=LFP 
und 

MFQ = PFR , 

so folgt durch Addition: 

PFQ = LFR = ^LFN. 
Es ist aber auch: 

FPM=FLP = FRQ. 

Also sind die Dreiecke LRF, RNF^ PFQ ähnlich. 

§ 23. Znsatz 5. Welches also auch die Lage der Tan- 
gente PMQ sei, immer wird, wenn die Tangenten LR und 
RN festgehalten werden, das Verhältniss zwischen den Seiten 
-FP, PQ und FQ constant sein. 

[8] § 24. Lemma 6. (Fig. 4.) Von drei ihrer Lage nach 
gegebenen Tangenten RQMy RPr und qrm einer Parabel werden 
auf einer beliebigen vierten qPQ Stücke qP und PQ abge- 
schnitten, deren Verhält- 
niss constant ist. 

Beweis: Nach§23 
ist nämlich sowohl das 
Verhältniss zwischen 
PF und PQ als auch 
jenes zwischen PF und 
Pq constant, also muss 
auch das zwischen Pq 
und PQ constant sein. 

§ 25. Lemma 7. 
Aufgabe 1. (Fig. 4.) 
Wenn drei Gerade Rr, 
RQ,rq ihrer Lage nach 
gegeben sind, eine vierte 
qQ so XU legen, dass 
die Abschnitte qP und 
PQ in einem gegebenen 
Verhältniss stehen. 

Erste Lösung. Die Aufgabe ist unbestimmt. Wenn eine 
einzige Gerade qQ gezogen ist, die der Bedingung genttgt, so 
liegen vier Tangenten einer Parabel vor, mit deren Hülfe der 




Fig. 4. 
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Brennpunkt F nach § 17 gefunden wird, und hernach können 
die Parabel selbst nach § 9 oder beliebig viele Tangenten 
derselben nach § 5 eonstruirt werden. Alle diese letzteren 
aber genügen nach Satz 6 ^qt Bedingung der Aufgabe. 

Zweite Lösung. Da nach § 24 

qP:PQ = SR: BM =:rm:Sr, 
so folgt 

SR:SM=rm:mS 

[9] oder 

SM:Sm=: SRirm. 

Es ist aber auch (§19) 

SM:Sm= QM:Sq, 
also: 

SR:rm= QM:Sq, 

Wenn daher das Verhältniss zwischen qP und PQ gegeben 
ist, so ergiebt die erste Proportion RM und rm und daher 
die Lage der Berührungspunkte M und m. Wird weiter der 
Abschnitt QM beliebig angenommen, so steht dieser zu Sq in 
dem Constanten Verhältniss SR : rm. Zu jedem beliebigen 
Punkte Q wird also der entsprechende q gefunden werden 
können, so dass die Gerade Qq gezogen werden kann. 

Dritte Lösung. Da 

Pq : sin qrP = qr : smqPr 

PQ : sin QRP = QR : sin QPR 
und 

Winkel qPr = QPR , 
so wird 

. pn_ g^-^^^g^-P . Q^' sinQJgP 

Jrq . X (»/ ; rr I ; =- , 

^mqPr smqPr 

also: 

— sin^rP: sin QRP =QR:qr = —:—. 

Wird also QR angenommen, so ist hiernach qr gegeben und 
umgekehrt. 

§ 26. Lemma 8. Aufgabe 2. (Fig. 5.) Man soll die Parabel 
constridren^ werm zwei ihrer Pvmkte M wnd N und der Brenn- 
punkt F gegeben sind. 
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Fig. 5. 



[10] Lösung: Mit MN als Durchmesser wird ein Halb- 
kreis MVN beschrieben, dann mache man Fn = FN und 

erhalte die Differenz nM] 
diese wird aus N nach V 
übertragen^ so dass die 
Sehne NV= nM wird. 
Dann wird MVH ge- 
zogen und darauf aus F 
die Normale FH gefällt. 
Diese wird die Axe der 
Parabel sein. Endlich 
macht man 

AF^^IFM—FH) 

und Ä wird der Scheitel 
der Parabel sein. Mit 

diesen Stücken aber kann die Construction der Parabel leicht 

ausgeführt werden. 

Beweis: In der Parabel ist: 

FM=FH'\-2ÄF 

FN=FK+2ÄF, 
also 

FM--- FN= FH— FK=HK=NV. 

Da aber der Winkel NVM ein Rechter ist, so spannt die 
Sehne NM den Halbkreis NVM und NV ist der Axe AH 
parallel. 

§ 27. Anmerkung. Eine andere Lösung des Problems 
haben wir schon oben (§ 9) angegeben. 

§ 28. Lemma 9. Aufgabe 3. (Fig. 5.) Gegeben ist das 
Dreieck NFM\ man soll die Fläche des Segmentes NQM er- 
mitteln, 

Lösung: Es sei p der Parameter der Parabel und es 
werde gesetzt: 

ÄH=x HM=y 

AK=-^ KN=r], 

[11] dann wird die Fläche 

des Segmentes AMH =^ ^xy 
des Segmentes ANK == ^^rj 
des Vierecks KNMH = ^{x — ^) [y + rj) , 
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also wird die Fläche 

des Segmentes NQM = ^xy — f |iy — \[x — ?) (y + ^) 
oder nach gehöriger Reduction: 

= -\[^y — l'? — 3a;iy + ^y?) ' 
Nun ist aber: 

p p 

also, nach Substitution, die Fläche des Segmentes NQM 



oder 



B = -^{y'-Sy^ri + dyri*^ri^) 



B = 



{y — vY _ MV' 

^p ~ 24: AF 



Es hängt also die Fläche des Segmentes NQM einzig tmd allein 
von der Differenz der Ordinalen KN und HM und von dem 
Abstände des Brennpunktes vom Scheitel ah. 
Sei nun 

FM=a, FN=b 

Winkel NFM= 2 c 

NM=k, 
so wird 

2abcoQ2G = a* + &* — Ä;* 
oder, da 

cos 2c = 1 — 2 sin c^ , 

4:ab sin c» == Ä' — (a — b)^ = MV^ 
MV= 2V'ä¥sinc. 

Weiter ist (§ 8) (Fig. 2) 

FR= V^, 

[12] also: 

RW=Väb^mc 

MW = a — Vab cosc 

^inRMW* 

6 sine* 



a-^-b — 2V'a6cosc 




Fig. 2. 
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Ferner ist (§ 4) 
also : 



ab sine* 



AF = 



und daher wegen B = 



a + ft — 2yab cose 
MV 



(Fig. 5) und MV =± 2Vab sine 



24.ÄF 

B = ^Vab [a + b — 2 Vab cosc) sine . 

§ 29. Znsatz. (Fig. 5.) Hieraus wird nun leicht die 
Fläche des parabolischen Sectors NFMQ gefunden, indem 
man dem Segmente NQM die Fläche des Dreiecks FNM, 
welche ist: 

\ab sin 2c = ab sine cose , 

hinzufügt. Nennt man die Fläche des genannten Sectors Ä^ 
so wird man erhalten 



oder 



A = -^V ab [a -^ b) sin e + \ ab sin e cos c 
A -= \ Vab (a + Z> + Vab cose) sine . 

§ 30. Lemma 10. 

Aufgabe 4. (Fig. 5.) Ge- 
geben sind die Seiten des 
Dreiecks NFM\ man soll 
die Entfernwng des Brenn- 
punktes F vorn Scheitel A 
und die Fläche des para- 
bolischen Sectors NFM 
finden. 

Lösung: Nach tri- 
gonometrischen Formeln 
Fig. 5. hat man: 

4 ab sine^ = [k + a — b][k ^ a + b) = k'^ — (a — bf 
4 ab cosc^ =^ [k + a -\-b][a + b ^ k) = [a + bf — ¥ . 

[13] Da nun ist (§ 28, 29) 

AF= fl6 sine*^ 

a-\-b — 2 Vab cose 
A = ^ Vab (a + ft + Vab cos e) sin e , 
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so folgt durch Sabstitution : 

Ä;*- — (a — b)* 



AF=^ 



4(a + 6 — V(a + ö)* — Ä*) 
A = ^VÄ*— (a — fe)* (a + b + iy(a + fe)* — Ä;') . 

§31. Znsatz 1. Da 



(a + fe) — V(a + ^^j*— Ä;* ^ 



« + ^ + V(« + ^)* — A;» ' 



so hat man auch: 



ÄF = 



W 



§ 32. Znsatz 2, Wenn der Winkel c = ^iV^i^'if gleich 
90° wird, so wird /c = a + ö und daher in diesem Falle : 



AF = 



ab 



ab 
T 



a + b 

A = -^{a + b) Vab = -J k Väb , 

§ 33. Anmerkung. Die Buchstaben a, &, c, ä:, von denen 
wir in den vorhergehenden Sätzen Gebrauch gemacht haben, 
werden wir im Folgenden in der gleichen Bedeutung beibe- 
halten, ohne dieselbe immer zu wiederholen. 

[14] §34. Lemma 11. 
AnfgabeS. (Fig. 2.) Ge- 
geben sind die Seiten des 
Dreieckes NFM\ man soll 
den Winkel BMF bex. 
SNF finden. 

Lösung: Da nach t 
§28: 

sin EMF^ 

ftsinc' * 

a-{- b — 2 Vab cosc 

und nach § 30: Fig. 2. 

4: ab sine* = ä;* — (a — &)' 
4:ab cos c*' = (a-i- 6)* — /c* , 
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so erhält man nach durchgeführter Snbstitntion : 

A;« — (a — b)^ 



^in RMF^ = 



4a(a + 6 — V(a + 6)* — A;*) 
nnd auf ähnliche Weise (§ 14] 

sm SNF^ = ' 

§ 35. Znsatz 1. Da nach § 1 

Winkel MFB = 2RMF , 
so wird 

cos MFB = 1 — 2 smRMF^ 
und daher 

A;« — (a ~ b)^ 



aosMFB = 1 — 



2a (a + & — y(a + «>)* — ÄJ*) 

§ 36. Zusatz 2. Wenn der Winkel NFM = 180° wird, 
so wird a + b = k und daher 

(MsMFB =1 7 = — --7 • 

a -{' b a + ^ 

[15] § 37. Anmerkung. Der Winkel BMF und zudem 
der Winkel RMN können auch noch auf andere Weise durch 
a^ bj G ausgedrückt werden, wenn man die Cotangente der- 
selben sucht. Es ist nämlich: 

FEM = 180° — c — BMF, 
also: 

FE _ ^in BMF 

FM ~ mi[BMF + c)' 
Nun ist aber nach § 8 

FB:FM=Vb:Vä, 
Nennen wir also den Winkel BMF=v^ so wird sein 

Vb :Va = sin«? : sin(«; + c) , 
oder wegen sin(t; + c) = sini; cosc + cost; sine: 

Yb : Va = sini; : (sini; cosc + cosi? sine) 

Vb:V^ = ^ -^— 

sinccotgi;+ cosc 
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Hierans fo^: 

co^« := [/— cosece — co^c. 

Weiter hat man, wenn man den Winkel RMN = lo nennt, 
wegen TRN= RFM = c, (§ 7): 

MNR = c — w 
and daher 

JVB : Ä3f = ain w : sin [c — m]. 
Nnn ist aber nach § Xi 

NR:RM=Vh:yä, 
also: 

yh: Vö= sinw : 8in(e — w) 
oder: 

VS : Va s= sinw : (sine cos (u — coacsinw), 
Hierans wird: 

cotgu == J^ T coaece + cotgc. 
[16] Da aber _ 

cotgü= ^Y" coaece — cotgc, 

so erhellt, dass man nur dnrch Wechsel des Zeichena dnrch 
dieselbe Formel sowohl die cotg von v ala jene von w er- 
halten kann. 

§38. Lemma 12. [Fig. 6.) 
Wmn man durch die Mitte Q 
der Seime NM eine Parallele 
BQGW zur Axe v/nd die auf 
dieser Geraden sich scbneiäendem 
Tangenten RN und RM an die 
Endpunkte der Sehne xiekt, so 
toird^ wenn noch Q mit dem 
Brennpunkte F dweh dia Ge- 
rade QEF verbunden wird, ' 
RQ = QO = QE. 

Beweis: Wird die Tan- Fig. 6. 

gente in JV" von der dnrch M 

znr Aie parallel gelegten Geraden MP in P getroffen, i 
folgt ans den Eigenschaften der Parabel: 

Ostwild'g Klaislkei ÜX 2 
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RQ\PM=NR^:NP\ 

Es ist aber auch . ._ 

NR:NP = NG: NM =1:2, 
also 

RQ:PM=1:4:\ 
und ferner: 

RG:PM= 1:2, 
also 

RQ:RG= 1:2 

und daher: 

JIQ = QQ, 

Nun ist ferner die Gerade, welche die Parabel in Q berührt, 
der Sehne NM parallel und gegen die Geraden QF und Q G 
gleich geneigt, also wird 

Winkel QEG = QGE 
und daher 

QE= QG = RQ. 

[17] § 39. Anmerkung. Man kann eine Beziehung zwischen 
FQj QG und NM nachweisen, nämlich: 

NM^ = lßFQ'QG. 

Aehnlich findet man: 

NP^ = 16FN'QR= IQFN'QG] 

und man hat daher 



NP:NM=yFN:yFQ 
oder 

NR:NG=VFN:VFQ. 

§ 40. Lemma 13. (Fig. 6.) Wmn durch die Mitte G der 

Sehne NM die zur Axe senkrechte Ordinate JGg gezogen tmd 

FN+FM 
g mit F verbunden unrd, so ist gF = • 

Beweis: Es ist nämlich 

Fg — FN=NK 

FM -^ Fg = KV = NK, 
also: 

Fg-'FN=FM'^ Fg 
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oder 

FM+ FN 

Fg = 2 ^• 

§ 41. Anmerkung. Dieser Satz wird sehr viel gebraucht 
und ist auch auf die anderen Kegelschnitte anwendbar. 

[18] § 42. Lemma 14. (Fig. 6.) Wemi FQ, QO und Fg 
wie m den beiden voraitsgeh&nden Sätzen gezogen werden, so ist 
Fg = FQ+QG. 

Beweis: Es ist nämlich: 

GW=IH=FM-'Fg 

QW=FM—FQ, 

Also durch Subtraction: 

QW— GW=Fg — FQ = QO 
und daher 

Fg = FQ + QO. 

§ 43. Zusatz, Weil QE=QG (§ 38), so ist auch: 

Fg = FQ+QE. 

§ 44. Lemma 15. 'Aufgabe 6. (Fig. 6.) Gegeben sind die 
Seiten des Dreieckes FNM\ man soll die Distanz FQ ermitteln. 

Lösung: Da nach § 42 und 40: 

FN-h FM 
Fg = FQ + QG= ^ " 

und weiter nach § 39 

NM^ = IQFQ'QG, 
so wird 

NM^ _ FN-hFM 

^'^1QFQ~ 2 

[19] Nennt man also FQ =^ q^ so wird 

a + b 



. q = -^+\V[a + b)^^kK 

§ 45. Anmerkung. Nach Aenderung des Zeichens giebt 
dieselbe Formel QE: 

QE=QG = ^^±-^ - { V{a + b)^ - Ä;* . 

2* 
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§46. 



§47. 



also: 



Znsatz 1. Hieraus folgt: 
FQ-^QE=FE=\ V{a + b)* — A;* . 

Znsatz 2. Es ist nach § 30 

(a + b)* — Ä* = 4a6 cosc* ; 



FE = Vab cosc = FR • co^RFM (§ 8). 

§ 48. Lemma 16. (Fig. 6.) Wird von E das Lot RL 
auf FM gefällt, so ist FL = FE und RL = GK 

Beweis: Es ist nämlich (§ 8) 

FR=y'^ 

Winkel RFM=e, 
also : 

FL = Vabcosc 
RL = Vab sine. 
[20] Da aber ferner (§ 30, 47) 

Väb sine = lyÄ«^— (a — b)^ = ■^Mr= GK 



Vaöcosc = FEj 



so folgt 



FL = FE und RL=GK, 



§ 49. Lemma 17. (Fig. 7.) Wenn drei beliebige Punkte 
Nj 0, M der Parabel und ihr Brennpunkt durch die Geraden 

FN, FQ, FM, NQ, QM, NM 
verbunden werden, so verhalten 
sieh die Flächen der Dreiecke 
NFQ und QFM wie die Ab- 
schnitte NE und EM und die 
Segmente NMQ, NQ und QM 
verhalten sich wie die Guben der 
Geraden NM, NG, GM, wobei 
Q G parallel zur Axe gezogen ist 

B e w e i s : Die Dreiecke NQE 

und EQM sind, da sie die gleiche 

Spitze Q haben, gleich hoch und 

Fig. 7. ihre Flächen verhalten sich also 
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wie ihre Grundlinien NE nnd EM\ ebenso sind die Dreiecke 
NEF und EFMj da sie die Spitze F gemeinsam haben, gleich 
hoch und sie verhalten sich daher ebenfalls wie NE zu EM; 
also durch Zusammensetzen: 

ANFQ:AQFM= NE:EM. 

Zieht man sodann iVF parallel zur Axe und fällt darauf von 
M das Lot MV, so werden nach § 28 die Flächen der Seg- 
mente: 

Segm. NMQ = 



Segm. NQ = 



24:ÄF 

vW 

24:IF 

Segm. QM = = , 

2^ÄF 



also: 



tiT^^ 



NMQ : MV = NQ : VW = QM: MW' . 



[21] Diese Abscissen MV, VW und MW verhalten sich aber 
wie NM, NO und OM, also ist der Satz bewiesen. 

§ 50. Anmerknng. Wenn der Winkel NFM 20 bis 30 Grad 
nicht überschreitet, dann kann man die Segmente NQ und QM 
im Verhältniss zu den Flächen der Dreiecke NFQ und QFM, 
zu denen sie gehören, ihrer Kleinheit halber vernachlässigen, 
so dass die Sectoren 
NFQ und QFM sehr 
nahe im Verhältniss 
der Abschnitte NE 
und EM stehen wer- 
den, welche auf der 
zum ganzen Bogen 
NM gehörigen Sehne 
von FQ gemacht wer- 
den. 

§ 51. Lemma 18. 

Aufgabe 7. (Fig. 8.) 
Gegeben seien vier Ge- 
rade BL, BI, DK, 
DH\ man soll eine 
fünfte LH so ziehen, Fig. 8. 
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dass die Abschnitte Hly IK^ KL in einem gegebenen VerhäU- 
nisse stehen, 

iErste L<^snDg. In dem Dreiecke ABG^ welches von 
den in I, K, L schneidenden Geraden gebildet wird, bestimme 
man auf AB den Pnnkt e durch 

AB:Be = KI:IH 

und hierauf auf BG den Punkt g durch 

BG:Gg = LK:KH 

oder auf AG den Punkt Y durch 

AC:Gf=LI:IH, 

Die Punkte e, g, f liegen dann auf einer Geraden, welche 
die vierte gegebene Gerade ED in dem Punkte H treflfe. 
Dann bestimme man den Punkt M durch 

HD:I)M=HK:IK. 

Wird schliesslich durch M eine Parallele zu A G gezogen , so 
wird diese -BC in / treffen und HI wird die gesuchte Gerade 
sein (siehe § 52). 

[22] Zweite Lösung. Durch Trigonometiie hat man: 

smC^_sin^ßJLD 
AL ~ KL 

%mGKI _ ^mÄDE 
LH ~ HK 

^inGIK _ ^mDEB 

EH ~ HI 
Bin GIK _ ^m AB E 

BL ~ IL ^ , 
Hieraus kommt: 

^Lsin^^D _ PHsinADE 

KL ~ HK 

EHmiDEB _ BL Bin ABE 

HI "" IL 
Macht man nun 

KL : HK =l:m 

HI: IL =l:}i 
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so wird sein: 

m{ÄB + BL) ^inBÄD =.DEAnÄDE 
n(ED + DH) siuDEB = BL »mABE. 

Hieraus folgt aber 

_ m{AB+ BL) ^hiBÄD 

^rnADE 

und 

j.„_ BL ^mÄBE — n- ED ^inDEB , 

"" n-miBEB ^' ' 

also: 

n ' sin DEB(m • AB sin BAD + ED sin ADE) 



BL = 



sin ABE sin ^DjE; — ww sin BAD sin jDE'^ 



Wird hieraus BL berechnet, so . findet man leicht D IT und 
damit die Lage der, Geraden HjL. 

[23] § 52. Anmerkung 1. Der Beweis der ersten Lösung 
ergiebt sich aus Lemma 6 und 7 (§ 24,, 26). Es. sind nämlich 
die Geraden AB^ AG, Bö, eg und LH Tangenten einer 
Parabel. 

Wenn man es vorzieht in d.er Formel, auf der die zweite 
Lösung beruht, nur von den Strecken Gebrauch zu machen, 
so kann man sie in folgender, Weise umändern. Zunächst 
kann man sie in folgende überführen: 

AB^mBAD . „^ 

tnn — ; — -TTTP; h ^ * ED 

ßT ^ ^mADE : 

sin ABE sin BAD 

miDEB '^^^mADE 

Zieht man nun Bd parallel zu ED, so wird sein: 

Winkel AdB = ADE 
' . AB^inBAD 



&in ADE 


= Bd 


sin ABE 


Ea 


»mDEB 


aB 


sin BAD 


aD 


^in ADE' 


Aa 
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und daher 



5L = 



mn'Bd'{-n'ED 

Ea aD 

— m* n 



aB 



Aa 



oder 



BL = 



n - aB • Aa -[m- Bd + ED) 
Ea • Aa — m- n - aD • aB 



§ 53. Anmerknil^ 2. Eine andere Lösnng dieses Problems 
findet man in Newton f^ -^Arithmeticatmiversalis*, Dieser hat 
es zur Ermittelung der geocentrischen Distanz des Cometen 
benutzt, indem er die Annahme machte, dass ein kleines Stück 
der Bahn als eine Gerade betrachtet werden dürfe, und weiter, 
dass die vier Punkte JT, /, K, L die Projectionen von vier 
Cometenörtern auf die Ekliptik seien. 

[24] § 54. Lemma 19. Aufgabe 8. (Fig. 9.) Gegeben 
sind vier Gerade AE, AG, BF, BH] 'man soll denselben ein 
gegebenes Viereck EFGH einschreiben. 

Lösung: Da die Geraden ihrer Lage nach gegeben sind, 
so kennt man die Winkel CAD, CBD, GAB und GBA, 

Zieht man nun durch gegenüber- 
liegende Ecken des Vierecks 
EFGH, nämlich EG einerseits 
und FH andererseits Kreislinien 
so, dass die Bogen EG und FH 
doppelt so gross werden, als die 
Winkel EAG bez. FBH, so ist 
leicht zu sehen, dass die Punkte 
A und B auf diesen Peripherien 
liegen müssen. Macht man weiter 
Ea = 2 GAB und Fb = 2ABD 
und zieht durch die Punkte a, b 
die Gerade baBA, so wird diese 
auf den beiden Peripherien die 
Lagen der Punkte A und B an- 
geben. Zieht man endlich die 
Geraden HBG und FBD, so werden EA, GA, FB und HB 
jene vier Geraden sein, denen das Viereck EFGH einzu- 
schreiben war. 

§ 55. Anmerkung. Es ist, wie man leicht erkennt, nicht 
nöthig, dass die Seiten des Vierecks EFGH in demselben 




Fig. 9. 
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Maasse gegeben seien, wie die Seiten des Vierecks ABCDy 
sondern es genügt, dass' die Winkel E, F^ G, H nnd das 
Yerhältniss der Seiten bekannt sei. Ans diesem Gmnde kann 
das Problem dann von Nutzen sein, wenn die Bahn eines 
Oometen schon sehr nahe bekannt ist. Das Problem wird 
nämlich, wenn die Erflmmnng desjenigen Theiles der Oometen- 
bahn, den derselbe im Intervall von vier Beobachtungen 
zurücklegt, sehr nahe bekannt ist, besser genügen, als das vor- 
hergehende, welches einen Theil der Bahn aJs geradlinig 
voraussetzt. 

[25] § 56. Lemma 20. (Fig. 10.) Wmn man die Sehne NM 
einer Parabel in G haibirty GQ parallel zur Axe ÄF ziehty Q mit 
dem Brennpunkte F verbindet u/nd endlich die Sehne NM derartig 
in die Lage nm bringt^ 
dass FQ dieselbe recht- 
winklig haUnrt, dann 
liegen die Punkte n 
und m auf einer Para^ 
bei nQm, deren Scheitel 
Qj deren Axe FQ und 
deren Brennpunkt F 
ist; ausserdem, verhal- 
ten sich die Flächen 
der SectorenNFMund 
nFm wie die Quadrat- 
wurzeln aus denHaJb- 
parametern der beiden 
Parabeln, 

Beweis: Da NG = GM und GQ der Axe parallel ist, 
so ist die Sehne NM parallel zur Tangente der Parabel in Q 
und ferner ist 

Winkel NEF=\QFB 

und GQ= QE (§ 38). 
Ferner ist: 




Fig. 10. 



und daher auch: 



NM^ = l^FQ' QG 
'^ = 16FQ ' QE. 



Dies ist aber die Gleichung einer Parabel, deren Axe und 
Focaldistanz FQ ist. 
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Ferner wird, sich, wegen QG =^ QEj die Fläche des Segr 
mentea NQM zur Fläche des Segmentes nQm verhalten, wie 
der Sinus des Winkels QGE = QEG t= NEF zu 1; in 
demselben Verhältnisse stehen aber auch die Flächen der 
Dreiecke NFM und nFm, weil die Grundlinien NM und nm 
gleich sind. Also stehen die ganzen Sectoren NFM und nFm 
im Verhältniss des sin iV^'i^ zu 1. Nun ist aber (§4) 



^in NEF: 1 = VäF: VFQ = V2AF:y2FQ, 

Da nun 2ÄF und 2FQ die Halbparameter sind, so ist der 
Satz bewiesen. 

V 

[26] § 57. Anmerkung. Dieser Satz lässt sich mit ent- 
sprechender Begrenzung auch auf die andern Kegelschnitte 
ausdehnen. Es ist auch ohne besondere Darlegung klar, dass 
er in der Weise umgekehrt werden kann, dass man aus der 
Parabel nQm eine beliebige andere ableiten kann, welche 
durch deii Scheitel Q hindurchgeht. 

§ 58. Lemma 21. Anfgabe 9. (Fig. 10.) Gegeben sei die 
Sehne NM und der. Pfeil QG\ man soll die Fläche des Seg- 
mentes NQM und des Sectors NFM finden, 

Lösung: Die Fläche des Segmentes nQm ist ^QEnm 

und die des Dreieckes nFm ist ^FE-nm, Also wird 



Sector nFmQ = ^QE- nm-{' \FE * nm 
oder » nFmQ =^ ^QE ' nm + \FQ :nm. 

Nun ist aber (§ 56) 

Sector nFm : Sector NFM = Segm. nQm : Segm. NQM 

= yFQ:VÄF 

nm = NM 
QE=QG, 



also wird: 



Segm. iV^Oilf= INM'QG 



r wo 



FQ 



BectoYNFM:==NM{-^GQ + -^FQ) ^ 
Da nun 



NM"" z=.l6QG' FQ, 
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[27] so wird 



Segm. NQM = f Vq G' . ÄF __ 

Sector NFM =(100* + -jiVJ?*) y'^ 
§ 59. Zusatz. Aehnlicti erhält man:> 

;2 



AF 



Sector NFM = Nm(^ + ^Fq) }/ ^^ 

§ 60. Lemma 22. Aufgabe 10. (Fig. 10.) Gegeben sei die 
Sehne NM=^k wnd die Summe der Seiten FM-{-FN ^^a-^h'^ 
mxm soll die Fläche des Sectors NFM finden. 

Lösung. Da man hat (§58): 

Sectov NFM = NM[i QG + ^FQ) y^ 
und weiter nach § 44, 45: 



QG = ^ (a + & — V(a + 6)* - k'), 
so folgt nach Substitution und ausgeführter Eeduction: 



Sector NFM ^. ^U + ^ + ^ V(a + 6)- - fc-) ^^ 

3yaH-& + V(a + 6)* — A;* - 
[28] § 61, Zusatz L Da 

(a + & + V(a + fc)^_A;*) (a + 6 — y(a + 6)«— Ä;*) = P ,; 

so folgt auch: .. . 

Sector NFM 

. ______________ • • y AF 

= ya+6 — v(a4-6)*~^Ma+&+iV(«+^)*--F)^-• 
§ 62; Znsatz 2. Der zweite Factor dieser Formel, nämlich 

a + 6 rH $ t' (a + ö)* — Ä* , geht nach leichter Aenderung 

über in ■ •. ' 

'• . |(a + &) + i(a + 6 + V(a + 6)*-^Ä;*), ■ 

so dass man die Forinel selbst in folgende tiberführen kann 

' : . ' ' ' \ ßSec,t NFM '. 

VÄF 



=\[a+h)V[a-^h)'-V[a+hf'^k''+\ky[a+h)+\\a-\'hY-k\ 
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oder wenn man der Kürze halber a -f- ^ = ^ setzt, 
3 Sect. NFM 



= ^gVg - Vg' -k* + ^kVg + Vg* - ä* . 



YAF 

§ 63. Znsatz 3. Hieraus aber folgt: 

3 Sect. NFM 



VäF 



=i9vn^-yV'-^+i^ 



2 

und auch: 

3 Sect. NFM 



yi 


V+i'V'l' 


. — J 


1/» Hl/«-* 



VAF ' ' ^ 

[29] oder am kürzesten: 

3 Sect. NFM Ig + k\i ig — Ä;\^ 



= m- m' 



VÄF 
Die Fläche Ä des Sectors wird also: 

§ 64. Anmerkung 1. Für diese sehr schöne Formel, die 
wir hier durch ein weitläufiges Kechnungsverfahren ermittelt 
haben, werden wir unten einen kürzeren Beweis geben, wenn 
von der Ermittelung der Zeit, in welcher ein Comet einen 
bestimmten Bogen seiner parabolischen Bahn durchmisst, die 
Rede sein wird. Dann werden wir auch angeben, was man 
erhält, wenn die Bahn ein beliebiger Kegelschnitt ist und 
welche Aenderungen und Beschränkungen dann eintreten. 

§ 65. Anmerkung 2. Das sind die hauptsächlichsten Sätze, 
welche ich vorausschicken wollte, um die Theorie der parabo- 
lischen Cometenbewegung um so eleganter darstellen zu können. 
Wir werden in der That sehen, dass die bisher abgeleiteten 
Formeln sich einfacher gestalten, wenn wir an Stelle der Fläche 
des Sectors die Zeit einführen, die der Comet zum Durchlaufen 
des Bogens braucht. 
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[30] Zweiter Theil. 

Die wichtigsten Eigenschaften der parabolischen 

Bewegung der Cometen. 

§ 66. Gesetz 1. Alle Hmmielskörper^ welche sich um die 
Sorme bewegen, Planeten sowohl als Cometen y werden durch 
Gentralkräfte getrieben und werden von der Sonne angezogen, 
so dass die Anziehimg u/mgekehrt proportional dem Qicadrat der 
Distanz ist. 

§ 67. Gesetz 2. Die Zeiten, in welchen sie die Bogen ihrer 
Bahn durchlaufen, sind den Flächen proportional, welche der 
Badiusvector , d, h, die Verbindungslinie der Sonne mit den 
Ckymeten oder Planeten, überstreicht 

§ 68. Gesetz 3. Die Bahnen, in denen sie sich um die 
Sonne bewegen, sind nothwendig Kegelschnitte, in deren einem 
Brennpunkte sich die Sonne befindet, 

[31] § 69. Gesetz 4. Wenn verschiedene Cometen und 
Planeten unter sich verglichen werden, so ist die Zeit, in welcher 
der Comet oder Planet einen Bogen seiner Bahn durchläuft, 
proportional der vom Badiusvector überstricJienen Fläche, divi- 
dirt durch die Quadratwurzel aus dem Halbparameter der Bahn, 

§ 70. Anmerkung. Es ist hier nicht der Ort auseinander- 
zusetzen, was in diesen Gesetzen der Beobachtung und was 
den Principien der Mechanik zu verdanken ist. Die Grundlage 
hat Kepler gegeben, indem er die drei letzten Gesetze mit 
vieler Mühe aus den Beobachtungen ableitete und sie auf die 
Planeten anwandte. Das erste Gesetz hat Newton aus Beob- 
achtungen deducirt, dann aber alles aus den Principien der 
Mechanik abgeleitet, indem er die ersten Fundamente einer 
Theorie der Gentralkräfte schuf. Das dritte Gesetz und nament- 
lich die Nothwendigkeit desselben hat Joh. BemouUi mit ge- 
wohntem Scharfsinn ins volle Licht gesetzt. Diese Gesetze 
sind so einleuchtend und so allgemein bekannt, dass es Zeit- 
verschwendung wäre, wenn ich von Neuem auf ihren Nachweis 
einginge. Sie sollen hier als Principien hingestellt sein, aus 
welchen die specielleren Eigenschaften der Bewegungen der 
Himmelskörper abzuleiten sind. Diese letzteren aber will ich 
in natürlicher und stetiger Folge, soweit sie zu unserem Ziele 
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beitragen können, ans jenen Gesetzen ableiten, indem ich 
bereits bekannte vorausschicke und nnter die nenen einfüge. 

[32] § 71. Lehrsatz 1. (Fig.' 11.) Wenn zwei oder mehrere 
Gometen in elliptischen Bahnen sich bewegen, deren grosse Axen 
gleich sind, so sind atcch die Umlatifszeiten gleich. 




Fig. 11. 

Beweis: Sei F das Centrum der Sonne und zugleich 
Brennpunkt der Ellipse ABB mit der grossen Axe AB, der 
kleinen Axe EO und dem Halbparameter FD\ dann ist nach 
den Eigenschaften der Ellipse: 

FD'AG= GE^ = AF'FB. 

Bezeichnet ferner — das Verhältniss des Kreisdurchmessers 

zur Peripherie, so ist die Fläche der Ellipse 

A = 7t' AG' GE, 

Nach Gesetz 4 (§ 69) ist aber die Zeit proportional der Fläche, 
dividirt durch die Quadratwurzel aus dem Halbparameter. 
Nennt man also T die Umlaufszeit, so wird 

7t ' AG' GE 



T = 



Nun ist aber 



VFD = 



mV FD 
GE 



VAG 



also wird: 



TT- 3 

m 



Abbandlangen znr Bahnbeatiinmung der Cometen. I, 2. 31 

Die Umlaufszeit hängt also einzig und allein von der grossen 
Axe der Ellipse ab. Damit ist unsere Behauptung bewiesen 
zugleich mit dem folgenden 

[33] § 72. Lehrsatz 2. (Fig. 11.) Die Umlaufszeiten 
der in Ellipsen sieh bewegenden Cometen und Planeten verhalten 
sieh une die dreihalbten Potenzen der grossen Halbaxen oder 
der mittleren heliocentrisehen Entfernungen. 

Beweis: Die mittlere Distanz ist nämKch 

FE = ^ - = ÄC\ 

LI 

nach dem vorausgehenden Lehrsatz ist aber 



also ist auch 



7t- t 

m 



TT 3 

T^—FE"" 
m 



§ 73. Aufgabe 12. Man solV die Distanzen und Umlaufs- 
Zeiten der Cometen und Planeten^ sowie auch deren Verhältnisse 
in Zahlen ausdrücken, 

Erste Lösung. Da die Erde sich in einer Ellipse be- 
wegt, so setze man die mittlere Distanz derselben von der 
Sonne = 100 000 und diUcke in denselben Einheiten alle 
anderen Distanzen aus. Sodann zähle man die Zeit in ge- 
wöhnlichen Tagen und deren Decimaltheilen. Es ist aber die 
ümlaufszeit der Erde gleich 365.25659 Tage. Daher haben wir 
[34] in der Formel des vorhergehenden Lehrsatzes: 

Ä C = FE = 100 000, T = 365.2B659 ; 

damit wird der Werth von m gefunden, welcher das gesuchte 
Verhältniss ist. Es wird 

m == 
und daher 



3 




. rj. - 


log :4 a-' 




7.500 0000 


log TT 


"" 


0.497 1499 
7.997 1499 


logr 




2.562 5980 



logw = 5.434 5519 
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woraus 

m = 271 989.4 

und daher 



T = 



271 989.4 



Zweite Lösung. Seit Erfindung der Decimalbrüche ist 
es bequemer^ die mittlere Distanz der Erde gleich 1 zu setzen. 
Setzt man daher 

T==n7tÄG^ 

und nimmt ^(7=1, so folgt 

T 



n 



7t 



und man hat 



woraus 



log T = 2.562 5980 
log7r = 0.497 1499 

logw = 2.065 4481 

w = — = 116.2648 . 
m 

[36] Ist daher die Fläche eines beliebigen Sectors gleich Ä^ 
der Halbparameter gleich s, die Zeit, in der der Bogen durch- 
laufen wird, in Tagen ausgedrückt gleich IT, so wird 

1) wenn die mittlere Distanz der Erde = 100 000 gesetzt 
wird, 

my~s yl Vs. 271989.4' 

2) wenn die mittlere Distanz der Erde = 1 gesetzt wird: 

Ä nÄ A' 116.2648 



m 



Vs Vs y's 



§ 74. Anmerkimg. Den Buchstaben tt, m, w, -4, T 
werden wir im Folgenden meistens dieselbe Bedeutung bei- 
legen wie hier, wie wir auch die Bedeutung der oben (§ 33) 
eingeführten Buchstaben a, &, c, k beibehalten wollen. Die 
Buchstaben m^ T^ Ä hat schon Euler in der ^ Theoria Gome- 
tarum et Planetarum ^i^ im selben Sinne benutzt. 



Abhandlungen znr Bahnbestimmung der Cometen. I, 2. 33 

§ 75. Aufgabe 13. Man soll die Geschwindigkeit eines in 
einem Kreise sieh bewegenden Himmelskörpers finden. 

Lösung. Ist r der Halbmesser des Kreises, r'^Tt seine 
Fläche, so wird die Umlaufszeit 

r^Tt 7t a 

T = -= = — r2 . 

mVr ^ 

[36] In dieser Zeit wird die Peripherie 2r7t beschrieben. Wenn 
man daher die Geschwindigkeit ausdrückt durch den Bogen, 
der in einem Tage durehlaufen wird, und sie K nennt, so wird 

2/rr 2m 

§ 76. LehrÄats 3. (Fig. 12,) Wenn ein Comet sich in 
einer Parabel AM bewegt, so verhält sieh seine Oeschmndig- 
keit a/n einer beliebigen Steüe M xu der Oesehwindigkeit , mit 
welcher er sich in derselben 
thitfermmg von der Sonne F 
auf einer Kreisbahn bewegen 

ymrdej wie 1/2 : 1. 

Beweis: Da die Zeiten 
sich wie die Flächen, divi- 
dirt durch die Quadrat- 
wurzeln aus den Halbpara- 
metern verhalten (§ 69), so 
wird die Zeit, in der der 
niiendlich kleine parabo- 
H»Ghe Bogen MN durch- pj^ 12. 

laufen wird, sein 




T = 



Sect. MFN 



mV2ÄF 
die Zeit aber, in der der Kreisbf^en MF dmrehlaufen wird: 

Sect. MFP 

l r=^ ■■■ • — • 



m VFM 

Da aber die Geschwindigkeiten gleich den Bogen, getheilt 
durch die Zeit sind, so wird, wenn wir sie bez. mit C und TT 
bezeichnen : 

Ostwald' s Klassiker. 133. ^ 
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T ~ ^eQt{MFN) 



MP__ MP^m VFM 



also: 



G\K = 



t BeGt{MFP) ' 

mN'V2Jf ^ mp-Vfm 

Sect. [MFN) ' Sect. [MFP) ' 
Es ist aber (§ 4) 

ÄF = MFsmMNP^ = MF • ^^ , 

[37] also: 

MNVäF^ MPVMF. 

Da nun der Winkel MFP unendlich klein ist, so werden die 
Flächen gleich und daher 

G:K=V2:1, 

§ 77. Znsatz. Da die Kreisgeschwindigkeit nach § 75 ist 

2m 

"~ YMP ' 
so wird die parabolische Geschwindigkeit: 

2mV2 
== — ■■ • 



VMF 

Diese Formel drückt die Strecke aus, welche der Comet in 
einem Tage in der Richtung der Tangente durchlaufen würde 
(§ 75), wenn er nicht durch die Anziehung von der geraden 
Linie abgelenkt würde. 

§ 78. Anmerkung. Von dieser Eigenschaft der parabo- 
lischen Bewegung kann man Gebrauch machen, wenn man die 
Länge des in einem kleinen Zeitintervall durchlaufenen Bogens 
genähert anzugeben hat; dieselbe kann auch mit entsprechen- 
der Beschränkung auf elliptische Bahnen ausgedehnt werden. 
Die schöne Einfachheit des Satzes rührt daher, dass die 
parabolische Geschwindigkeit ausschliesslich von der heliocen- 
trischen Entfernung des Cometen abhängt und dieselbe bleibt, 
welches auch der Parameter der Parabel sei. Da aber die 
Geschwindigkeit sich von Moment zu Moment ändert, so ist 
der Nutzen des übrigens längst bekannten Satzes ein geringer. 
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[38] § 79. Auf- 
gabe 14. (Fig. 5.) Ge- 
geben seien die beiden 
Eadienveetoren NF und 
MF und der Winkel 
NFM\ mcm soll die Zeit 
finden^ in welcher der 
Comet denparaholisehen 
Bogen NM beschreibt. 

Lösung: Die Flä- 
che des Sectors NFM 
ist (§ 29) ^*e- ^• 

^ = 1^ ^^aft • sinc(a + fe + Va&cosc). 

Der Halbparameter ist (§ 28) 

s = 2AF = 




2 ab sine* 



a-\-b — 2 Vab • cosc 
Da nun die gesuchte Zeit durch (§ 75) 

\s 
gegeben ist, so erhält man dnrch Substitution: 

T= — —[a + b + Kö&cosc) Ka + 6 — 2yä&cos(?. 
3V2 ^ • ' 

§ 80. Zusatz 1. Diese Formel giebt entwickelt: 

18m* T* = (a + bf — ^a + b)ab cosc* — 2a5 Vöfe cosc^ 

oder. 

18m* T^ = a^ + b^ + ^a + b) ab sine* — 2a& Vöfe cosc% 

so dass also, wenn die Zeit gegeben ist, jede der Grössen 
a, by c dnrch eine Gleichung dritten Grades gefunden wird. 

[39] § 81. Zusatz 2. Wird c = \NFM^ 90° oder 
NFM = 180°, also cosc = 0, so wird die Formel sehr kurz: 

T=^(a + 5)i. 
3V2 

Dies ist also die Zeit, die ein Comet braucht, um von einem 
beliebigen Punkte seiner Bahn znm entgegengesetzten auf 
demselben Durchmesser zu gelangen. 

3* 
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§ 82. Ziwiatz 3. Ist also die Zeit bekannt, die der C«met 
von einem seiner Knoten bis zum andeni bfaudit, m kuNt 
damit die Summe der in der Knotenlinie liegenden Eadiefo- 
vectoren a + ft angegeben werden : 

a + b — yiST^m^, 

§ 83. Alfgabe 15. (Fig. 5.) Gegeben ist die Summe der 
Radienvectoren NF und MF imd die Sehne NM^ welche das 
Dreieck NFM begrenzt \ man soll die Zeit fifiden, in welcher 
der Bogen NQM durchlaufen M?ir(i* 

Erste Lösung: Da nach § 30 ist: 

Ä* — («^ — ^)' 



2(a + b^V{a'+b)^'-'k^} 
und 

so erhält man durch S^uhstitution in die Formel (§73) 
[40] nach dnrchgefiilntei Redujction. 



O Y di 

Zweiia L&»ang: GebvaiuiM warn die Wwnml [§^1} 

2AF={k''---[a-^bf)[a + b + V(a + bf^k')^, 

so hat man aueh: 

n k(a + b + i V{a + &)* — Ä;* ) 

Dritte Lösung: Nach § 63 ist 

3J. la + b + kV^ ia + b'-'k\^ 



Väf 



"" ( 2—} "^ \ 2 ) 



Also hat man nach § 73, wonach T = — = = ist, 

auch: >^ mK2^'F 
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mdV^V^ 2 / l 2 / /' 

§ 84. Zusatz 1. Nennt man die Summe der Ra^eavec-^ 
toren a-^-b = g, so kann die Formel der ersten Lösung in 
folgende Gleichung aufgolddt waräsa: 

= Ä;°+ 6^U*+ dg^k" — 144 m* TY — 43 2 m« T^gk*-+ 7»*m* f*. 

[41] § 85. Zflsatz 2. Aehniiek ka^n die Formel der 
dritten Lösung in die Reihe übergeführt werden: 

1 k^ 1 3vö k^ 1-3 6 7.9 k' 



ImT^kVg 



4 6^t 4 6 810^1 4.6-8-10-12'14srV 



oder weim ^ Brüche ausgerecliaet werden: 

1 fe» 'S k^ 14S Ä;» 



— 11-3 

4:mT=kyg--— — 



24: n^ 



128^^ 



g2 J-^^ glE 1024^1^' Uf^M\J^g 



98304 ^y^ 



Diese Reihe ist um «0 eonvergenter, je kleiner der Winkel 
NFM ist. Für grössere Winkel iiat die endliche Formel selbst 
vidrBstielien. 

§ ^, Aufgabe 16. (Fig, 6.) Gegeben ist die Sehm NM 
und der Pfeil QG == QE'^ mcm soll die Zeit finden j in welcher 
der Öomet den Bogen NM durchläuft 

Lösung: Da nach § 58 



Ä=[^QG'' + -^NM')y 
und ferner nach § 73 



M^ 



AF 
QG 



\2ÄF 
[42] so wird: 

ni^QG^ + ^NM^) 



T = 



Ki 


^ 


/ 




fy 


W 




N > 




y, 


^ / 


' / M 




i^"' 


1 


/ 








^> 


i 


/ 








n 


N 


Ji 








ft 




/L 








'/ 




f 






/ < 

y / 


/ 


/ 










kj 






V 






/ 




K 



\2QG 



E 



Fig. 6. 



§ 87. Aufgabe 17. (Fig. 6.) 

Gegeben ist die Sehne NM tmd der Badiusvector FQ] man soll 
die Zeit finden , in der der öomet den Bogen NM beschreibt. 
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Lösung: Nach der Formel der vorhergehenden Aufgabe ist 

y2QG 



Da nun 



ist, 80 folgt: 



NM* _ 






§ 88. Zusatz. Entwickelt man diese Formel in die 
Gleichung 

NM' + ASNM' i^O* = 96 1/2 m . y. FQ^ 

und wendet dann die Methode an, die ich im Bande III der 
»Acta Helvetica« (1758) beschrieben habe, so ergiebt sich die 
Reihe: 

NM^y2l2 J--1- J- + -J --I [?+•••• 

^ FQ^ FQ^ FQ^ FQ^ ' 

[43] Wenn man die mittlere Entfernung der Erde = 1 nimmt 
und für m = — den Werth setzt, den wir oben (§ 73) ge- 
funden haben, nämlich n = 116.2648, so wird die Reihe, in 
Zahlen ausgedrückt: 

NM = 0.024 3275 -^ — 0.000 000 299 9500 — ,- 

FQ' FQ^ 

+ 0.000 000 000 011 094 87 -^ - H 

FQ'^ 

Die Logarithmen der Coefficienten sind: 

des ersten 0.386 0967 — 2 
des zweiten 0.477 0488 — 7 
des dritten 0.045 1222 — 11 

§ 89. Anmerknng 1. Diese Reihe scheint ausserordentlich 
convergent zu sein; sie convergirt um so schneller, je weniger 
Tage die Zwischenzeit T beträgt, vorausgesetzt, dass der Radius- 
vector nicht beträchtlich kleiner als die Einheit ist. 
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§ 90. Anmerkang 2. (Fig. 10.) Unsere Formel wird 
überdies auch in dem Falle von Nutzen sein können, wo man 
die Länge der Ordi- 
nate nm zu berech- 
nen hat, wenn die 
Zeit, in welcher der 
Bogen n Qm durch- 
laufen wird, gegeben 
ist. 

§91. Aufgabe 18. 

(Fig. 10.) Gegeben ist 
der Pfeil Q G wnd der 
IladmsvectorFQ\ man 
soll die Zeit finden, in 
welcher der Comet den 
Bogen NQM durch- 
läuft. 

[44] Lösung. Da (§ 86) 

^^^^^QG^^^NM 
V2QG 




Fig. 10. . 



uud 



so folgt: 



T=n 



N3P = IßFQ QG, 
\QG^ + 2FQ'QG 



y2QG 
§ 92. Znsatz. Hieraus folgt umgekehrt: 

FQ = 



^^ -J0^ = (§40,42)^-Q(?, 



V2QG 



also: 



a + /> = _4^ + |Q(?. 



V2QG 

§ 93. Lehrsatz 4. (Fig. 10.) Wird dieselbe Construction 
ausgeführt wie m Lemma 20 (§ 56), dann sind die Zeitenj in 
weldien die Bogen NQM imd nQm durchlaufen werden^ ein- 
ander gleich. 

Erster Beweis: Aus der vorhergehenden Aufgabe erhellt 
nämlich, dass die Zeit gegeben ist durch den Radiusvector FQ 
und den Pfeil QG, Nun sind aber in beiden Parabeln nach 
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dem citirten Satze (§ 56) die RadienTectoren und die Pfeile 
QO = QE einander gleich. Also sind es aueb die Zeiten, 
in denen die Bogen NM und nm durchlaufen werden. 

[45] Zweiter Beweis: Da die Zeiten sich wie die Flächen 
dividirt durch die Quadratwurzeln aus den Halbparametem 
verhalten (§ 69), so verhalten sie sich also wie 

ßect. (NFM) Sect. InFm) 
d= — - zu ' 

V2AF V2FQ 

Da nun nach § 56 

Sect. (NFM) __ Sect. jnFfn) 

V2ÄF " V2FQ ' 

so sind auch die Zeiten gleich. 

§ 94. Zusatz. Da die Zeit gegeben ist durch die Summe 
der Radienvectiren Fn + Fm bez. FN + FM und durch die 
Sehne nm bez. NM, im vorliegenden Falle aber^m = iVJf 
(§ 56) und die Zeiten gleich, so ist umgekehrt klar, dass auch 
nF-^mF = NF-{' MF oder die Summe der Radienvectoren 
gleich sein muss. 

§ 95. Anmerkung. Diese hervorragende Eigenschaft der 
parabolischen Bewegung der Cometen kann auch mit ent- 
sprechender Begrenzung auf die anderen Kegelschnitte aus- 
gedehnt werden, üebrigens ist auch hier dasselbe zu bemerken, 
was wir schon zum Lemma 20 (§ 56) bemerkt haben, nämlich 
dass wir, wenn der Brennpunkt F festgehalten wird, statt der 
Parabel NM eine beliebige andere nehmen können, die durch 
Q hindurchgeht. Und da die Zeit, in welcher die Bewegung 
des Cometen durch den beliebigen Bogen NQM ausgeführt 
wird, einzig und allein abhängt von der Länge der Sehne NM 
und von der Summe der Seiten NF + MF, so ist damit ganz 
allgemein der Isochronismus der Cometenbewegung dargethan 
und die Geschwindigkeit ist, wenn sie auch selber unbekannt 
[46] ist, in derselben Distanz von der Sonne in allen Parabeln 
dieselbe. Nunmehr wollen wir untersuchen, was bieraas folgt. 

§ 96. Lehrsatz 5. (Fig. 10.) Werm die Summe der Radien- 
veetoren FN + FM und die Sehne NM gegeben sind, dann imrd 
die Zeitj in welcher der Bogen NQMj der die Sehne spannt , 
dwchlaufm urird, stets vöÜig dieselbe sein, von welcher Parabel 
wir auch Gebrauch machen^ wofem nur die Sum/me der Seiten 
FN + FM grösser als der Halbparameter ist 
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Fig. 10. 



Beweis: Der erste Theil des Satzes folgt daraus, dass 
die Zeit nur von der Sehne NM nnd der Summe der Seiten 
FN-^- FM abhängt. Wenn aber irgend welche Parabel ange- 
nommen wird und die- 
selbe durch den Punkt 
Q gehen muss, so ist 
klar, dass der grösste 
Halbparameter nur 
2FQ sein kann. Nun 
ist aber (§ 94) FN 
-\-FM=Fn + Fm 
xiudFm=Fn = FQ 
+ QE und daher Fn 
> FQ und mithin 
FN+FM>2FQ. 

§ 97. Anmer- 
kung. Man muss also 
eine solche Pai*abel 

auswählen, dass ihr Halbparameter kleiner als 2FQ wird. 
Wenn daher eine Scala zu construiren ist, die für beliebige 
Parabeln dienen kann, so wii*d sich diejenige am meisten em- 
pfehlen, deren Parameter gleich ist, oder was dasselbe ist, 
die gerade Linie, die vom Ceatrum der Sonne ins Unendliche 
gezogen wird. Wenn nun auch kaum ein Comet sich in einer 
derartigen geradlinigen Parabel bewegt, so kann sie doch mit 
Nutzen verwendet werden und gewiss als Maass dienen, um 
die Bewegung der Cometen in beliebigen anderen Parabeln zu 
[47] definiren. Da diese Parabel mit einer Geraden identisch 
ist, so scheint der Comet, der in ihr sich zu bewegen supponirt 
wird, gleichsam auf die Sonne zu zu fallen. Es ergiebt sich 
so ganz natürlich folgende 

§ 98. Definition 1. Unter *h/psus paraboli(ms< eines Gometen 
in Bext4>g auf die Sonne versteht man die Bewegimg desselben auf 
einer Parabdj deren Parameter gleich Null ist, oder deren Scheitel 
mit dem Brennpunkte im Gentrum der Sonne xusamm&nfäMt, 

§ 99. Znsatz L Da die Parabel ins Unendliche ausläuft, 
so beginnt der »lapsus parabolicus« mit Null; in irgend einer 
bestimmten Entfernung von der Sonne aber ist er das wohl- 
definirte Maass der Geschwindigkeit. 

§ 100. Znsatz 2. Da die Geschwindigkeit des Cometen 
in der Parabel nur von seiner Entfernung von der Sonne 
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abhängt (§ 78), so wird sie, wenn diese mit MF bezeichnet 
wird, sein (§ 77): 

__2mV2 

"" Vmf 

§ 101. Znsatz 3. Da ferner der lapsus parabolicus im 
Anfang Null ist (§ 99), so ist es bequemer, die Zeiten vom 
Centrum der Sonne nach rückwärts zu zählen, indem man an 
Stelle des Falles den parabolischen Aufstieg nimmt, 

[48] § 102. Aufgabe 19. (Fig. 13.) Mcm soll die Intervalle 
der Zeiten im lapsus, parabolicus defmiren^ oder die Zeit, iii 
welcher der Gomet von einer gegebenen Entfernung bis zu einer 
bestimmten anderen gelangt, 

Lösung: Sei i^ das Centrum der Sonne, FM die eine 
Distanz, FN die andere, so ist nach der Zeit gefragt, in 

'f T IT m M . 

|_ 1 1 H 

Fig. 13. 

welcher der Comet die Strecke MN zurücklegt. Wir betrachten 
FM und FN als Radien vectoren, MN als die Sehne des zu 
durchlaufenden Bogens, welcher in unserem Falle keine Krüm- 
mung hat, dann wird sein (§ 83) 

1 h FN+FM+MN v" i FN+FM—Mn A 
'~3ml/2U 2 / \ 2 ) /' 

Nun ist im vorliegenden Falle: 

MN=FM'-FN, 
also * 

FN+FM+MN 



2 

FN+FM-'MN 



= FM 



= FN 



und daher die gesuchte Zeit: 

1 
T= = 

3ml/2 



{F3P — FN^) 
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[49] § 103. Znsatz 1. Die Zeit, in welcher der Comet 
von M bis znm Centrum gelangt, wird also erhalten, indem 
man FN = setzt, nämlich: 

3m\ 2 
§ 104. Znsatz 2. Hieraus folgt umgekehrt: 



FM 






oder wenn wir für n den Werth substituiren, der der mittleren 
Entfernung 1 der Erde von der Sonne entspricht (§ 73) 

log FM = I log T — 0.958 5412 . 

Durch diese Formel wird also in bestimmten Zahlen die Distanz 
FM durch die Zeit des lapsus parabolicus definirt und um- 
gekehrt. 

§ 105. Anmerkung. Wenn man in die Formel des ersten 
Zusatzes für FM der Reihe nach die mittleren Entfernungen 
der Planeten substituirt, so findet man die Zahl der Tage, in 
welchen der parabolische Fall des Cometen in die Sonne aus- 
geführt wird, nämlich 

vom "^ aus in 807.50 Tagen 

> 4- » * 325.00 » 

» (J* » » 51.54 » 

» 5 » » 27.40 * 

» $ » » 16.85 ^ 

» ^ » » 6.60 » 

• ■ 

Genauer ist der »lapsus parabolicus« für die Längeneinheit 
= mittlere Entfernung der Erde: 

27d 9I1 4im 348 

[50] § 106. Znsatz. Da der besprochene Fall schneller 
ist als in jeder beliebigen elliptischen, parabolischen oder kreis- 
förmigen Bewegung, so geben die obigen Zahlen die halbe 
Dauer der kürzesten Zeit, welche ein Comet innerhalb einer 
Planetenbahn zubringen kann. Die kürzeste Dauer selbst wird 
für die 
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^*Balim 1615.00 T«ge 

%' * 650.00 » 
cT- * 103.08 » 
5- » 54.80 -^ 
2- » 33,70 » 
g- )> 13.20 * 

Wenn ein hyperbolischer Fall - angenommen würde, so würde 
diese Dauer eine kürzere aein, wie man durch leichte Ueber- 
legung findet. Da aber der parabolische Fall die Grenze des 
elliptischen ist, so^ haben wir doch lieber den parabolischen den 
kürzesten genannt. Es erhellt übrigens hieraus, dasa die Co- 
meten, welche sieli fLnserer Betrachtung darbieten, fast volle 
fünf Jahre innerhalb der Baha des Saturn verweilen, wenn 
wir sie auch kaum ebensoviele Monate sehen können. 

§ 107. Definition 2. Unter Scala der parabolischen Gcr- 
scktüindigkeiten wollen wir die Darstellung der Geschwindigkeikn 
eines in einer Parabel sieh bewegenden Gometen für jede beliebige 
Entfernung txm der Sonne verstehen. 

§ 108. Lehrsatz 6. (Fig. 13.) Wenn F das Gentrum der 
Sonne bedeutet und es wird zu jedem beliebigen Punkte M die 
Zahl der Tage geschrieben^ in welchen der parabolische FaÜ von 
[öl] M nach F aufgeführt wird, so ist die auf diese Weise 
getheilte Gerade FM die Scala der parabolischen Geschunndig- 
keiten. 

Beweis: Es stellt nämlich eine beliebig kleine Abscisse 
Mm die Strecke des Falles dar. Wenn nun die Zeiten bei- 
geschrieben sind, so wird auch der Zeitraum gegeben sein, in 

I 1 1 H 

Fig. 13. 

welchem der Fall durch Mm ausgeführt wird. Wenn man 
aber die Strecke Mm durch diesen Zeitraum dividirt, so hat 
man die Geschwindigkeit. Es stellt also FM die Geschwin- 
digkeiten des parabolischen Falles dar. Da nun die Ge- 
schwindigkeit eines in einer beliebigen Parabel sich bewegenden 
Gometen für dieselbe Distanz von der Sonne eonstant ist (§ 78], 
so folgt, dass die Scala FM ganz allgemein die Geschwindigkeit 
der parabolischen Bewegung darstellt. 
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§109. Aurarkttig. Mu kaui mtA nock aniwe Me* 
ti i » dc « dkaer Ari s^bo», «u ^^ äcala m coastnlroB, die km 
beBcl»iebi»e ist «ber für «»«Eeii Zweck die M^UMaaeiiste. 

§ lia Isfgmbe 80. (El;. IS.) Mm mU äie Sciih ^ 

parcibolischen Ges^windigkeiten consiruifw^ 

Lösung. Setzt man die mittlere Entfernung der Erde von 
der Sonne FT = 1 , so kann nach der Formel {§ 104) 

log i^'if = I log T — 0.958 5412 

[52] fär jede Anzahl von Ti^en T £c entsprechende Distanz 
FM berechnet werden; dieselbe wird an» F auf der Geraden 
FM aufgetragen und zu M die zugehörige Zahl der Tage hin- 
zugeschrieben; dann ist die Scala construirt. 

§ 111. Anmerkung. (Fig. 14.) Beistehende Figur stellt 
eine Scala dar, ausgedehnt bis auf lOO Tage. F ist das 
Centrum der Sonne, FT die mittlere Entfernung der Erde von 



«90 



^1 10 »V \ ^ 40 3» \» 70 #» !• ,, 

1} I I I llll l lli ^ tl^^ ^' l | ll^ll | l ^||| l^ l ll^^ ^w ll^ M ■ l ^|^|l m l Lw llll^l■lJl ^M |■ M 4w JM4" >l^ 

Fig. 14. 

der Sonne; der Punkt T muss also auf 27^ 9*^ 41™ 34« fallen 
^§ 105). lot einesQ grösaeiren Maasatab angelegt, werden die 
Tbeile leichteo: zu uiBter4a«heideB sein, E& ist aelbfttvevatöndliek^ 
dass mau bei Cioiistnictien dneor Cometenbahn denselben Maas* 
Stab, d. h. dieselbe Strecke für d»e Eiitfernniug FT wüiUea 
smsd, wie in der Scala. Hiesani bcrauebe ick aW in SUkiuiit 
mditt meh£ zu epiaaeru. 

§ 112. Auf gäbe 2L (Fig. 14, Ib.) Wmm eme Ctmekn^ 
M^ m ekmselhen Massstabe tvü die Seakij gexekkmi vorhifft, 
s& sali m«m dfki Zeit angeben^ m wdehev em ielwhig^ gegßkermr 
Bogm^ devseUben. dv/rchkmfm wird. 

LöisiiBg: I Sei AM die Pmibelv F ihr Bi^euBfnuikt, FT 
die afttrevomische Einheit; gelra^ wird,, in weleJMB.* Zeh der 
BogjSB MN diiffcbl»feiir wiord. Mas trage FN in Fv mdf 
kalbire nM in g^ dann wird Fg = ^iFN-^- FM). Ebense 
balbiKt man dte Sehn» NM m O, Dann trägt mian Fg amf 
der Scalä von F aus auf, wi^ es in 22f ^ einsehmeidel. Ferner 



46 



J. H. Lambert. 



[Ö3] wird die halbe Sehne anf der Scala von g nach beiden 
Seiten aufgetragen, wodurch man m i;ind n erhält, die in 42^3 
bez. 7H einschneiden. Diese beiden Zeiten von einander sub- 
trahirt, geben 84?9 und das ist die Zeit, in der der Bogen 
NM durchlaufen wird. 




Fig. 15. 

II. Wenn der durchlaufene Bogen MAN' im Brennpunkte 
einen stumpfen Winkel oder einen, der grösser als zwei Kechte 
ist, spannt, so wird auf dieselbe Weise die halbe Summe der 
Radienvectoren \[MF+ N'F) und die Hälfte der Sehne MN' 
gesucht. Jene fällt auf 21?2 und die halbe Sehne von 21?2 
aus vorwärts und rückwärts aufgetragen giebt die Punkte 59^0 
und 0?3. Da aber der Winkel MFN' ein stumpfer ist, so ist 
die Summe dieser Zeiten zu nehmen, d. h. 59?0 + 0?3 = 59?3 
ist die Zeit, in welcher der Bogen MÄN^ durchlaufen wird. 

III. Wenn die Zeit gesucht wird, in welcher der Comet 
vom Punkte M nach dem entgegengesetzten Punkte M' kommt, 
so fallen hier die Radienvectoren FM und FM^ mit der Sehne 
MM* zusammen und die Zeit wird am schnellsten gefunden, 
wenn man die ganze Sehne MM' auf die Scala aufträgt; sie 
fällt hier auf 52?2, welches die Zeit sein wird, in welcher 
der Bogen MAM' durchlaufen wird. 
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Beweis: Wenn nämlich die Summe der Radienvectoren 
und die Sehne des durchlaufenen Bogens dieselben sind, so 
ist die Zeit dieselbe, von welcher Parabel man auch Gebrauch 
mache (§ 96] ; wenn daher die halbe Summe in Fg aufgetragen 
und die halbe Sehne von g aus nach m und /^, so ist mn 
die Länge der Sehne. Da aber in der Scala die Zeiten ein- 
[54] geschrieben sind^ in denen der Comet die Strecke mn 
durchläuft, so ist klar, dass damit auch die Zeit gegeben ist, 
in der MN zurückgelegt wird. 

§ 113. Anmerkung 1. Aus der Formel (§ 104, 110) 

logi^if = I log T — 0.958 5412 
oder 

erhellt, dass das Quadrat der Zeitj in welcher ein Co7net von 
einem gegebenen Prnikte g in parabolischer Bewegimg zur Sonne 
F gekmgtj sieh verhält wie der Gvbus der Distanz Fg. Die 
Folge davon ist, dass in der Scala der parabolischen Oeschimn- 
digkeiten in der vierfachen Entfernung von der Sonne die Zeiten 
8mal grösser sind. tJeberhaupt ist der Cubus des Vierfachen 
gleich dem Quadrate des Achtfachen. Wenn man daher in 
die Scala auch nur die ganzen Tage einschreibt, so können 
doch Bruchtheile derselben abgelesen werden, etwa Intervalle 
von drei Stunden oder halben Tagesquadranten. Es i^t nämlich 
dem vierten Theile der Distanz der achte Theü der Zeit heixu- 
schreiben. 

§ 114. Anmerkung 2. Um in der Anwendung die Hal- 
birung der Sehne NM und der Strecke vM sich zu ersparen, 
ist es gerathen, die Scala im doppelten Massstab zu con- 
struiren. Dann hat man die ganze Summe der Radienvectoren 
FM und FN und die ganze Sehne auf die beschriebene Weise 
auf der Scala abzutragen und es leuchtet ohne Weiteres ein, 
dass man dadurch die doppelte Genauigkeit der Ablesung 
erhält. 

[66] § 115. Anmerkung 3. Um die Zeichnung der Scala 
kürzer und leichter bewerkstelligen zu können, kann man eine 
Tafel berechnen, die das Verhältniss zwischen der Zeit und 
dem »lapsus parabolicus« enthält. (§ 110.) Diese Tafel wird 
auch von Nutzen sein, wenn man die Aufgabe durch Rechnung 
lösen will. Wir haben des häufigen Gebrauches halber eine 
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solche Tikfel am Sehluate des Buehe» angebüugt. Uebrigens 
gilt von der Tafel dieselbe Bemerkm^ wie von der Scala (§ 113)^ 
weni» man Bruehtheile der Zeit zu erbalten wünscht 

§ 116. Amnerklis^ 4. Aus Yorstehendem erheQt, dass 
der Oebranch der Bcala leicht und beqnem ist, wenn man ans 
der Bnmme der RadienTecieren nnd aus der Behne die Zeit 
ermitteln will, in der der Bogen durchlaufen wird. Wenn 
man aber die Aufgabe umkehrt und aus der Summe der Radien- 
vectoren und der Zeit die Sehne, oder aus der Behne und der 
Zeit die Summe der Badienveetoren oder^ was am häufigisten 
vorkommt, aus einem der beiden Radien, der Zeit und dem 
Halbparameter der Parabel den anderen Radius und die Sehne 
ermitteln will, so kann diese nur durch Versuche gelöst werden. 
Damit also der Gebrauch dea* Scala bei Ermittelung einer 
Cometenbahn sich leichter gestalte, ergiebt sich aus dem 
Problem selbst, dass man die Frage umkehren, d. h. die Zeit 
aus der Summe der Radienvectoren und der Sehne suchen 
müsse. Diese muss dann mit der thatsächlich beobachteten 
übereinstimmen. 

[Ö6]§117. Lehrsatz?. (Fig. 15.) Wmm die Sehm MM' 
durch den Brenmptmkt gehty dann hä/ngt die Zeit^ in wekiher 
der Bogen MAM\ den die Sehne spannt j diirMaufm wird, 
einxig mul alkin von der Länge der Sehne ab' imd daher ist 
die Lage de» BrennpunJctes oder seiner Entfernung von den 
Enden der Sehne M und M' gleichgültig. 

Beweis: In diesem Falle ist nftmiich der Winkel cs= 90^ 
und daher (§ 81) 

n '^ 

T=-^[a + bf. 

Da aber a + fc = MM\ so folgt 



n 



T=~^r.MM'^. 

3 V 2 

§ 118. Znsatz 1. Lässt man daher den Brennpunkt mit 
dem Anfang der Sehne zusammenfallen, so drückt diese Formel 
ebenfalls die Zeit des parabolischen Falles des Cometen auf 
die Sonne aus {§ 103). 

§ 119. Zusatz 2. (Fig. 13.) Hieraus kann nun umge- 
kehrt die Formel (§ 83) 
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m 



r=— (( 

3V2\\ 



f) 



sy2\\ 2 / \ 2 

bewiesen werden. Bewegt sich nämlich der Comet von M 
nach iV, so wird die Zeit, welche er braucht, gleich der 
Differenz der Zeiten, in welchen er von M und N zum Centrum 
[57] der Sonne gelangen würde, daher nach § 118 gleich 



mT= — ::. IFM^ — FN^). 
3V2^ ^ 



Nun ist aber 



FM = 



FN = 



FM+FN+MN 



FM+FN'-MN 



also kommt durch Substitution unsere Formel. Hieraus erhellt, 
dass dies in der That eine allgemeine Formel ist, weil die 
Zeit einzig und allein von der Sehne und der Summe der 
Radienvectoren abhängt. 

§ 120. Aufgabe 22. (Fig. 6.) 

Ist alles lüie in Lemma 12 (§ 38)^ 
so finde mmfi die Zeit, in welcher 
der Bogen NQ oder MQ durch- 
laufen wird, falls die Seiten des 
Dreiecks NFM gegeben sind. 

Lösung: Da die Sehne iVJf 
in G halbirt ist und QG der 
Axe ÄF parallel ist, so halbirt 
die Gerade QG das Segment 
NMQ und die Gerade FG das 
Dreieck FNM, Das von Ge- 
raden und Curven begrenzte 

Flächenstück NQGF ist also die Hälfte des Sectors NQMF. 
Ziehen wir daher das Dreieck NQ G ab oder addiren dasselbe, 
so wird 

^QCtoT NFQ = ^NQMF— FQG 

» mfq = Inqmf+fqg, 

[58] Nennen wir daher t und t die Zeiten, so wird (§ 73) 

t = \[NQMF -^FQG):m y2AF 
T = ^(NQMF+ FQ G) : m V2ÄF 

Ostwald^s Klassiker. 133. 4- 




Fig. 6. 
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oder wenn wir die Zeit, in der der Bogen NQM durchlaufen 
wird, T nennen, so wird: 



T = ^T + 



mV2AF 
FQG 



mV2AF 
Nun ist aber die Fläche des Dreiecks 

AFQG=^iQG'GI 

und nach der Gleichung der Parabel ist 



Daher 



GI=2y{QF--'ÄF)AF. 
AFQG 



YAF 



= QGVQF'^-AF 



oder 



VAF ^ QF 



Weil aber QW und QV der Axe AF parallel sind, so wird 
nach § 4 und § 38 



yAF . _..„ MV 
^ QF NM 



und daher 



Weiter ist 
oder 



-y/ AF _NV _ a — h 
NM^ = 16QF' QG 



QG'VW^iNMVQG 
[59] und daher nach § 45: 

AFQG a — bna + b + h^ la + b — k^^] 



VAF 8 



/ /a + + «^\ /a + — Äv ^\ 



Wird also der Kürze halber die Summe der Seiten a + b = g 
gesetzt, so folgt: 
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§ 121. Aufmale 23. (Fig. 6.) Wenn die Summe der 
Badienvectoren NF -f- MF s= a -{- b = g imd zugleich die 
Zeit Tj in welcher der Bogen NM durchlaufen udrd^ gegeben 
istj so soll rm/n die Länge der Sehne NM = k ermitteln. 

Lösung: Nach der ersten Lösung von Aufgabe 15 (§ 83) 
hat man: 

3V2mT= (^ + -|y^nrfc«) y/g _ y^nr^^ 

Daraus folgt: 

6V2m7'= (2g + Vg\ — Ä«) "K^ — Vg^ — k* 

und weiter: 

72 m« T* = (bg* — Ä» + 4^ J/g^ ^ k^) (g — |/^*— Ä*) 

oder 

72 m« T^—g^^ Sgk'' = — (^« — Ä«f . 

[60] Setzt man nun: 

^* — Ä;* = i;« und — 72m* T* + 4^' = Ä, 

so folgt durch Substitution 

v» + 3^v* =Ä. 

Wird diese Gleichung aufgelöst, so erhält n^an v und dann k. 
Wendet man die oben (§ 88) citirte Methode an, so geht diese 
Gleichung in die eine oder die andere der folgenden Reihen- 
entwickelungen über: 

9.11.13 h^ 10>12»14 16 h^ \ 

?"^ 4.6.8. 10 (3flr)»^ "7 



oder: 



4-6.8 /o ^y ' 4.6.8. 10 (3^) 



4* 
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3,,_,3 . 5 ■ 2 (3g)« 
6-9 ^i 



t,' = (g« _ Ä;f = Ä - 3gfe*+|/(35r)* Ä*- -|-(3<,)' + 



7-4-1 (35-)» 11-8-5.2-1 (3g)' 



6-912 j^i ' ' 6. 9. 12. 15. 18 ^4 



13«10-7-4.1»2 (3^)8 
6. 9 -12. 15. 18. 21 ~7¥ 



+ 



) 



Die eine oder die andere dieser Reihen ist immer mehr oder 
weniger convergent, aber niemals beide zugleich. 

[61] § 122. Zusatz 1. Da 

?;* = ^* — h^ und ^ = a + 6 , 
so folgt: 

v'' = a« + &^ — Ä« + 2a^). 

Nun ist durch Trigonometrie 

a^ + 6' — Ä:* = 2a&cos2c. 
Also: 

v^ = 2 afe (1 + cos 2 c) = 4 aft cos c* . 

Nach § 48 wird somit 

v = 3l/ä&cosc = 2FE. 

§ 123. Znsatz 2. Da also 

V = 2FE 
und 

g = a + h = 2F'g (§40), 
so wird 

Ä;« #= / — ^« = 4.[Fg' — FE^) . 
§ 124. Zusatz 3. Ferner wird jetzt: 

2FE^ + 6i^^ . FE'^ = SFg^ — 18m« T* 
oder 

2a6Vä&cosc3 + 3(a + &)a6cosc* = (a + &)« — 18m* T* 

ganz wie oben (§ 80). 

§ 125. Anmerkung. Eine andere Reihe, durch welche 
direct k durch die Summe der Seiten a-\-h = g ausgedrückt 
[62] wird, kann man aus jener ableiten, die wir oben gefunden 
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haben (§ 85), wenn man sie entsprechend nmkehrt. Es ist 
in der That: 

4:mT = kyg — 



24 gi 128 gi 1024 ^V 
Theilt man durch gVg und setzt — = ;?;, so wird 



• • • • 



« 



_ ^ __ J^ iky 1_ /ky 3_ ikV _ 

""7 24 \7/ 128 17/ "■ iÖ24 17/ 



Setzt man nun 

k 

— = z-]- a%^ + ß%^ + yx? + • • • 

so wird: 

128(7) = 128^ +128 «"+64""+- 

+ il8^"'+- 
^ /*\' 3 , , 21 



1024 \ 5-/ 1024 ' 1024 
143 lh\> 143 



(7) = 



98308 \ g / 98308 

[63] Also folgt: 

1 
24 



«9 + 






8 ' 128 192 ' 128 384 
1 2 . 1 . . 5 .3 59 



y = -^ « + -5- /^ + TK^ « + T?^ = 



8 ' 8 "^ ' 128 ' 1024 9216 
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nnd daher: 



g ^ 24 ^ 384 ^ 9216 ^ 



oder nach Substitution des Werthes z = 



4mr 



4m7' . 8 ImTY . -^ 



40 (mT)'* 944 (mTy 



Da m = — = 

n 116.2648 



rV 



9 g\- 



(§ 73), so ist die Reihe nur dann 



convergent, wenn die Zwischenzeit wenige Tage beträgt. 

§ 126. Aufgabe 24. (Fig. 6.) Oegebm ist der Pfeil GQ 
v/nd die Zeit^ in welcher der Bogen NQM durchlaufen wird; man 
soll die Swmme der Eadienvectoren NF-^ MF = g finden. 

Lösung: Da nach § 79 



T = — ^ (a + & + Vab cosc) Va + b — 21/a6cosc 
3y2 

[64] und 



Vab cosc = FE^ Fg — 2Q0 = 



a + b 



-200^, 



so wii'd: 



n 



und daher 



T^-^{\[a + b)--2QO)y4.QQ 
3V2 

, , my2f , ^^^ 



VQO 




Fig. 5. 



§ 127. Aufgabe 25. 

(Fig. 5.) Gegeben ist der 
Halhpara/meter vmd die 
Ordinate NK; rrwm soU 
die seit dem Perihel- 
durchgang verflossene Zeit 
bestimmen^ d, h, die Zeit, 
in der der Bogen AN 
durchlaufen wird. 

Lösung: Sei 2AF 
=± s der Halbparameter 
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nnd die Ordinate NK=yy dann wird die Fläcbe des 
Sectors AFN 

12s 
Nennt man also die Zeit T, so wird (§73) 

y^ A_^ y' + Ss'y 

§ 128. Zusatz 1. Hieraus folgt: 

y^ + ds^yz= 12ms^T. 
Diese Gleichung kann, wenn der Kürze halber 

12ms^T= q 

[65] gesetzt wird, in folgende Reihe entwickelt werden: 

lg lq\ S ^ 3-8 q' 

^ 3 s* 3*5» "^ 3' s** 2.3*0«""^ 

3-11- 10 g^ 3 ' 14 »13- 12 g*^ 

"*" 2-3-3*' Ä*^ 2.3-4.3*^ s""^ 

§ 129. Zusatz 2. Aehnlich wird nach der Card^onischen 
Formel : 



-^ = Vßm r+ y36m* IT* + s' + Vßm T— V36m« T* + s\ 

Vs 

§130. Zusatz 3. Da .äir= f-, JV^i?'=|- + 4- ist, 

2s 2s 2 ' 

so wird, wenn die Ordinate y gegeben ist, auch leicht die 

Abscisse AK gefanden und damit der Radiusvector oder die 

heliocentrische Distanz FN und hieraus dann weiter der Winkel 

NFH, da 

suxNFH=KN:FN. 

§ 131. Aufgabe 26. (Fig. 1.) Geg^m ist die Periheh- 
distanz AF imd der Badiusvector FN\ man soll die seit dem 
Periheldurchgang verflossene Zeit finden. 

Lösung: Da allgemein (§ 79) 



7'f= — ^(a + b + VabcoBc) Va + b — 2VabeoBe, 
3|/2 
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[66] so wird in unserem Falle: 

a = FN, b = ÄF, V^ = FS, 



c= ÄFS 



nnd 
also: 



Vabcosc = ÄFj 



n 



T = — — (FN+ 2AF) YFN 
3V2 



--AF. 




§ 132. Znsatz 1. Hiemach wird also wiederum: 

18m* T« = FN'' + ^FN^ - AF — 4.AF^ 
oder 

i^iV» + ^AF' FN* = 18m« T* + 4:AF^ . 

§ 133. Znsatz 2. Da nach der Natur der Parabel 

FN=AF+AK 

80 folgt durch Substitution: 

n 



T= —^ [AK^ ^AF) VaK 
3V2 ^ 

und daher: 

AK^ + QAK* -AF+dAK' AF* = 18m' T* . 

§ 134. Aufgabe 27. (Fig. 1.) Gegeben ist die PeriM- 
distanz AF wnd der Winkel NFA\ man soll die Perihdxeit 
finden, 

[67] Lösung: Wird AF = f, Winkel AFS = SFN = c 
genannt, so wird (§ 2) 

AS = ti^n^c = i^NK=^y] 
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also: 

y =z 2/"tangc 

oder, wenn der Halbparameter s ist 

y = s tang c . 

Nun ist aber (§ 127) 

y^ + 3s^y 



T = 



also folgt durch Substitution: 



3 

12m s^ 



sVs 
T = — - — (tangc^ + Stange) . 
12m 

§ 135. Zusatz. Hieraus folgt nach der Cardani^f^h^n 
Formel : 

tangc.ys"=K6wr+y36w«r*+5*+ K ömT— y36m*r + s*. 

§ 136. Aufgabe 28. 

(Fig. 12.) Man gehe die- 
jenige Periheldistcmz oder 
denjenigen Halbparameter 
an, bei welch&m der Comet 
am längsten innerhalb der 
Bahn eines gegebenen Plor- 
neten verweilt 

Lösung: Sei F das 
Centrum der Sonne, AM 
die Bahn des Cometen, Ä 
dessen Perihel, MP die Bahn Fig. 12. 

des Planeten, so wird die 

[68] Zeit, innerhalb welcher der Bogen MÄ durchlaufen wird, 
die halbe Aufenthaltsdauer innerhalb der Bahn MP darstellen. 
Es wird also sein (§ 132) 

ISm^T^ = FM^ + ^FM^ ' ÄF — 4:ÄF\ 

Durch Differenziren erhält man: 

= SGm^TdT = SFM^dÄF+ 12ÄF^dÄF. 

Es muss also sein 

4:ÄF^ = FM^ oder FM= 2ÄF. 
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Es muss also der Halbparameter der Parabel gleich sein der 
helioeentrisehen Distanz des Pkmetefij damit der Aufenthalt des 
Comsten innerhalb der Pkmetenbahn ein Maximimi werde. 

§ 137. Aufgabe 29. (Fig. 12.) Man soll die Zeit des 
längsten Aufenthaltes eines in einer Parabel sich bewegenden 
Cometen i/rmerhalh einer gegebenen Planetenbahn berechnen. 

Da 

ISm^T* = FM^ + dF3P • AF — 4:AF^ 

und für die Maximaldauer 

^FM=AF 

ist, so folgt durch Substitution: 

18m' r* = FM^l + f — I) == 2FM^ 

und daher 3 

T=^nFM^, 

Dies ist die grösste halbe Dauer und daher die ganze: 

^nFM^, 

§ 138. Zusatz. Da die Zeit des kürzesten Aufenthaltes 
nach § 103, 105 ist : 

o 

[69] so erhellt, dass die Maximaldauer zur Minimuldauer sich 

vne V2 zu 1 verhält, 

§ 139. Anmerkung 1. Wenn wir für die Distanz FM 
die mittleren Entfernungen der Planeten nehmen, so wird die 
Maximalzeit, die ein in einer Parabel sich bewegender Comet 
sich innerhalb der Planetenbahnen aufhalten kann, gefunden zu 

Für -^ 2282.66 Tage 

» 4- 919.28 > 

» Cf 145.80 » 

y> 5 77.50 * 

> Q 47.66 » 

» g 18.67 » 

§ 140. Anmerkung 2. Die Maximal- und Minimaldauer 
des Aufenthaltes kann mit der ümlaufszeit der Planeten auf 
folgende Weise verglichen werden. Die ümlaufszeit ist (§ 75) 
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— FM\ 
m 

^e kürzeste Dauer - — FM^, 

die längste Dauer ^FM^. 

Die Umlaufszeit eines Planeten verhält sich also zur kürzesten 

Aufenthaltsdauer eines Cometen wie Stc zu 1^2 (rund wie 20 
zu 3) und zur längsten wie 3jt zu 2 (rund wie 33 zu 7). 



[70] Dritter Theil. 

Die scheinbare Gometenbewegung. 

Yersohiedene Methoden, eine parabolische Oometenbahn 

aus den Beobachtungen zu bestimmen. 

§ 141. Definition 3. Unter d&n Elementen einer Oometen- 
bahn versteht man die Stücke^ dwrch welche sich die Bahn eines 
Gometen von allen anderen unterscheidet 

% 142. Anmerkung 1. In zwei Punkten stimmen alle 
Bahnen überein, nämlich dass sie Kegelschnitte sind und dass 
ihr Brennpunkt mit dem Mittelpunkte der Sonne zusammen- 
fäUt. Dagegen giebt es sechs Stücke, durch welche sich die 
Bahnen von einander unterscheiden, nämlich: 

1) Die Distanz der Periheles von der Sonne. 

2) Das Verhältniss dieser Distanz zum Halbparameter, oder 
was auf dasselbe, hinauskommt, die Umlaufszeit, wenn die Bahn 
elliptisch oder kreisförmig ist. 

[71] 3) Die Zeit, zu der der Comet im Perihel oder in 
einem bestimmten Punkte seiner Bahn sich befindet. 

4) Die Neigung der Bahn gegen die Ebene der Ekliptik. 

5) Die Lage der Knotenlinie oder die heliocentlische Länge 
des aufsteigenden Knotens^ 

6) Die Entfernung der Axe der Bahn von der Knotenlinie 
oder die heliocentrische Länge des Periheles. 

Durch die beiden ersten Stücke wird die Art des Kegel- 
schnittes und seine Grösse bestimmt, durch das dritte die 
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Epoche und durch die drei letzten die Lage der Bahn zur 
Ekliptik. Sind diese Stücke gegeben, so kann jeder Comet 
von allen anderen unterschieden werden. 

§ 143. Anmerknng 2. Um diese sechs Stücke zu be- 
stimmen , braucht man drei Beobachtungen oder drei geocen- 
trische Oerter, nämlich drei Längen und drei Breiten, ge- 
messen von der Erde aus. Es steht aber fest, dass der Theil 
der Bahn, welchen der Comet durchläuft, während er den 
Erdbewohnern sichtbar ist, sehr klein ist. Daraus folgt, dass 
das zweite Element, die Umlaufszeit, aus drei nahe benach- 
barten Beobachtungen kaum bestimmt werden kann. Wenn 
aber ein schon früher beobachteter Comet wiederkehrt, so wird 
hierdurch die Umlaufszeit bekannt und damit ist dann auch 
die grosse Axe der Ellipse genau definirt (§ 72). 

§ 144. Anmerknng 3. Femer hat man durch Beobach- 
tungen constatirt, dass die Bahnen der Cometen, wenn sie 
überhaupt elliptisch sind, sehr langgestreckt sind, so dass 
jener sehr kleine Theil, welchen sie während ihrer Sichtbar- 
[72] keitsdauer durchlaufen, ohne nennenswerthen Fehler als 
Theil einer parabolischen Bahn angesehen werden kann. Da 
nämlich die Umlaufszeit meistens mehrere Jahrhunderte beträgt, 
so muss das.Aphelium ungeheuer weit von der Sonne entfernt 
sein. Dagegen befinden sich die Perihele derjenigen Cometen, 
welche uns sichtbar werden, fast immer innerhalb der Erdbahn, 
sind also der Sonne sehr nahe. Daraus folgt, dass das Ver- 
hältniss zwischen der Periheldistanz und dem Halbparameter 
sich fast nicht von dem bei der Parabel stattfindenden unter- 
scheidet. 

§ 145. Lehrsatz 8. (Fig. 15.) Wenn ein in einer Parahd 
sich bewegender Comet in beiden Knoten N und N' von der 
Erde in E bez, E' beobachtet wird^ so ist hierdurch die Lage 
u/nd Grösse der Knotenlinie ^ die Periheldistanz u/nd die Lage 
der Axe gegeben, dagegen bleibt die Neigung der Bahn unbekannt. 

Beweis: Wenn nämlich die Punkte der Ekliptik gegeben 
sind, in denen der Comet von der Erde aus gesehen dieselbe 
schneidet, so ist damit die Lage der Geraden EN und E'N' 
bekannt. Da femer das Zeitintervall gegeben ist, in welchem 
der Comet von N nach JV" gelangt, so ist damit die Ent- 
fernung der Knotenpunkte oder die Strecke NN' bekannt; es 
ist nämlich nach § 117: 

NN'^ = 3V2mT, 
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Die Frage kommt also darauf hinaus, dass durch das Centrum 
F der Sonne eine Gerade so gelegt werde, dass auf ihr von 
den Geraden EN und E'N\ die ihrer Lage nach gegeben 
sind, ein Stück von bekannter Länge abgeschnitten werde. Ist 
diese Gerade gefunden, so ist damit die Lage der Axe und 
die Periheldistanz, also die ganze Parabel ermittelt. Da hin- 
gegen die beobachteten Punkte N und iV" in der Ebene der 
[73] Ekliptik liegen, so kann aus ihnen allein die Neigung 
nicht abgeleitet werden, die also unbestimmt bleibt. 




Fig. 15. 



§ 146. Zusatz. Wenn aber eine dritte Beobachtung dazu- 
kommt, so wird hierdurch nicht nur die Neigung bekannt, 
sondern man kann auch angeben, welche von den vier Lösungen 
des Problems der Wirklichkeit entspricht. 

§ 147. Anmerknng. Von diesem Theorem kann man 
ausserordentlich selten Gebrauch machen; zumeist nämlich ist 
entweder einer der Knoten zu weit von der Erde entfernt 
oder man kann den Cometen wegen zu grosser Nähe an der 
Sonne nicht sehen, während er in demselben steht. 

§ 148. Lehrsatz 9. Wenn ei/n Gomet von der Erde aus 
xweimal beobachtet vnrd v/nd man weiss, dass er sich zur Zeit 
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der einen Beobachtung im Perihd semer parabolischen Bahn 
befunden habe^ so ist die ganxe Bahn u/nd ihre Lage gegeben. 

Beweis: Wenn man nämlich die geoeentrische Distanz 
fttr jene Beobachtung, welche znr Zeit des PeriheldnrchgangeB 
angestellt ist, annimmt, so ist hiermit die heliooentrische Distanz, 
d. h. die Periheldistanz, und die Lage der Axe gegeben. Hier- 
durch aber ist dann die Bahn und die Winkelentfernung des 
Gometen vom Perihel für die Zeit der zweiten Beobachtung 
oder der Punkt N gegeben. Wenn also die Parabel um die 
Axe rotirt, so muss der Punkt N in diejenige Gerade fallen, 
[74] welche vom zweiten Ort der Erde nach dem zweiten 
Ort des Cometen gezogen wird und deren Lage bekannt ist. 
Tritt dies ein, so ist die angenommene geocentrische Distanz 
die richtige; tritt es nicht ein, so muss man so lange eine 
andere annehmen, bis sie der Bedingung genügt. Da dies 
nothwendig irgend einmal geschehen muss, so ist folglich das 
Problem ein bestimmtes und zwei Beobachtungen gentigen zur 
Bestimmung der Cometenbahn, wenn die eine zur Zeit des 
Periheldurchganges angestellt ist. 

§ 149. Anmerkang. (Fig. 6.) Dieser Satz kann auf 
zwei beliebige Cometenörter N und M ausgedehnt werden, 
wenn der eine oder der andere der Winkel BMF oder BNF 
gegeben ist, unter welchen die Bahn die Radienvectoren FM 
und FN schneidet. 

§ 150. Lehrsatz 10. Wenn auf der scheinbaren Himmels- 
kugel durch den Ort der Sonne und durch den geocentrischen 
Ort des Gometen ein grösster Kreis gezogen wird^ so geht dieser 
auch durch den Ort der Erde und durch den heliocentrischen 
Ort des Gometen, 

Beweis: Jener grösste Kreis ist nämlich der Schnitt der 
Himmelssphäre mit einer Ebene, welche durch das Oentrum 
der Sonne, der Erde und des Gometen geht. Daher liegen 
die Geraden, welche jene Oentra verbinden, in dieser Ebene, 
und schneiden bis znr scheinbaren Sphäre verlängert auf dieser 
die heliocentrischen Oerter der Erde und des Gometen und 
die geocentrischen Oeii;er der Bonne und des Gometen aus, 
wie unser Satz behauptet. 

[75] § 151. Zasatz. Da der Gomet sich in einer Ebene 
bewegt, die durch das Gentrum der Sonne geht, so liegen aus 
demselben Grunde die einzelnen heliocentrischen Oerter des 
Gometen in einem grössten Kreise der Sphäre. 
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§ 152. Anmerkung. (Fig. 7.) Dieser Satz kann von 
I^utzen sein, wenn man eine brauchbare Formel findet, welche 
das Verhältnis« zwisehen den Winkeln NFQ^ QFM und den 
Zeiten, die zum Durchlaufen der Bogen NQ nnd Qif gebraucht 
werden, ausdrückt. Diese Winkel sind nämUeh Bogen des 
Kreises, auf welchen die helioeentrischen Oerter des Cometen 
liegen, und werden von den Kreisen, die durch die Oerter 
der Sonne und die geocentrischen Oerter des Cometen gelegt 
werden, ausgeschnitten. 

§ 153. Aufgabe 30. (Fig. 8.) Gegeben sind vier Be- 
obaehkmgen eines Cometen, die vn kurzen Zeitintervallen auf- 
einander folgen; man soll Lage und Grösse defr Bahn d/wrch 
suecessive Annah&rwng finden, wenn diese als parabolisch voraus- 
gesetzt um-d. 

Lösung: Weil wegen der kleinen Zwischenzeit der Bogen, 
welchen der Comet von der ersten bis zur vierten Beobachtung 
durchläuft, als eine Gerade betrachtet werden kann, die mit 
gleichmässiger Geschwindigkeit durchlaufen wird, so kann man 
die vier beobachteten 
Oerter, projicirt auf 
die Ekliptik , durch 
die vier Punkte H, I, 
K, L darstellen. Sind 
weiter JE7J?, EI^ AK 
und J.I/ die Geraden, 
die von den Oertem 
der Erde nach den 
Oertem des Cometen 
gezogen werden, so 
sind diese durch die 
geocentrischen Län- 
gen des Cometen ihrer 
Lage nach gegeben. 
Nun erinnern wir uns 
76] an Lemma 18 
§ 51), wonach eine Gerade HL so gezogen werden kann, dass 
sie von den ihrer Lage nach gegebenen Geraden EH^ EI, AK 
und -41/ so geschnitten wird, dass die drei Theile LK, KI, 
IE proportional den Zwischenzeiten werden. Ist die Gerade 
constrnirt, so behalten wir nur die beiden äussersten Punkte S 
und L bei, errichten in ihnen Senkrechte und erhalten auf 
diesen mit Hülfe der geocentrischen Breiten zwei Punkte der 




Fig. 8. 
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Cometenbahn, die nicht viel von den wirklichen abweichen. 
Nach Lemma 8 (§ 26) ist dadurch die ganze Bahn gegeben. Da 
aber nach Aufgabe 15 (§ 83) damit gleichzeitig die Zwischen- 
zeit gefunden werden kann, so kann man prüfen, ob sie mit 
der beobachteten übereinstimmt oder mehr oder weniger ab- 
weicht. Tritt letzteres ein, was sogar die Kegel sein muss, 
so suche man mit Hülfe der ermittelten Bahn jene Oerter des 

Cometen, in welchen er zu den 
Zeiten der zwischenliegenden Be- 
obachtungen hätte sein müssen, 
wenn die beobachteten Zeiten mit 
den berechneten vertauscht wer- 
den. (Fig. 9.) Hierdurch wird 
ein Viereck EFOH bekannt, wel- 
ches von dem, das die wahren 
Cometenörter bilden, viel weniger 
abweichen wird, wie die zuerst 
angenommene Gerade. Dieses 
Viereck muss man auf die Ekliptik 
projiciren; dann hat man, indem 
man die Winkel und das Ver- 
hältniss der Seiten festhält, ein 
ähnliches Viereck den vier ihrer 
Lage nach gegebenen Geraden ÄE^ AG, BF, BH einzu- 
schreiben, was mit Hülfe von Lemma 19 (§ 54) gelingt. Behält 
man dann wiederum nur die beiden äussersten Punkte E 
und H bei , so kann aus ihnen wie oben die Bahn ermittelt 
werden, die nun von der wahren gewiss weniger abweichen 
wird. Da man in dieser Weise beliebig lange fortfahren kann, 
so wird schliesslich die Bahn gefunden, welche der Wahrheit 
entspricht. 

[77] § 154. Anmerkung. (Fig. 7.) Von der Hypothese, 
die wir eben benutzt haben, nämlich, dass der Comet sich auf 
gerader Linie mit gleichmässiger Geschwindigkeit bewege, kann 
auch noch auf andere Weise Gebrauch gemacht werden. Sind 
N und Jf die beiden äusseren Cometenörter und NM die 
Sehne zwischen beiden, so wird vorausgesetzt, dass die Sehne 
vom Cometen durchlaufen werde und dass er sich zur Zeit, 
einer zwischenliegenden Beobachtung, wo er sich thatsäehlich 
in dem Punkte Q der Bahn befunden hat, in dem Punkte E 
(Schnitt von FQ mit NM) befinde. Hieraus entspringen zwei 
Uebelstände. Zuerst nämlich hat der Punkt E eine andere 



Fig. 9. 
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geocentrische Länge und Breite, wie der thatsächlioh beobachtete 
Ort Q des Cometen und dann sind die Zeiten, in welchen die 
Bogen MQ und QN durchlaufen werden, den Abschnitten der 
Sehne JtfjE^ und EN nicht vollständig proportional. Es erhellt 
jedoch aus Lemma 17 (§ 49, 50), dass die Verhältnisse zwischen 
den Flächen der Sectoren NFQ und QFM und den Ab- 
schnitten iV^ und EM sich sehr wenig voneinander unter- 
scheiden, wenn der Winkel NFM 2(f bis 30° nicht tiber- 
schreitet. Dem zweiten Uebelstand begegnet man also dadurch, 
dass man zuerst die Abschnitte NE und EM als proportional 
den Zeiten annimmt. Hierdurch wird die Bahn sehr nahe 
bestimmt und man kann dann das Yerhältniss zwischen den 
Abschnitten NE und EM genauer angeben, so dass nun die 
eigentliche Rechnung beginnen kann. Dem ersten Uebelstand 
kann man auf verschiedene Weise abhelfen. Man bestimmt 
nämlich (wie EuUr gethan hat) aus dem Mittel zwischen den 
beiden äusseren Distanzen NF und MF^ das durch Versuch 
zu ermitteln ist, und aus den Zeiten, in denen die Bogen MQ 
und QN durchlaufen werden, sehr nahe den Pfeil QE aus 
dem Fall der Körper gegen die Sonne. Wenn jene Zeiten 
nahe gleich sind, so wird der grösste Pfeil QG = QE durch 
[78] die Formel § 92 gefunden, die als sehr nahe zutreffend 
angewendet werden kann. Da man nun mit dem Punkte E 
insofern viele Mühe hat, als die von ihm nach dem Centrum 
der Erde gezogene Gerade auf die Ekliptik projicirt werden 
muss, so wird es dem Vorhaben förderlicher sein, wenn man 
an Stelle der Ekliptik eine andere Ebene einführt, die der 
Aufgabe anzupassen ist. Es ist leicht einzusehen, dass zu 
dem Ende die Projectionen der vom Centrum der Erde nach 
den Punkten Q und E gezogenen Geraden auf jene Ebene 
zusammenfallen müssen. Dieser Bedingung genügt aber jede 
Ebene, welche senkrecht zu der Ebene angenommen wird, die 
durch die zur selben Zeit gehörigen Oerter von Sonne, Erde 
und Comet gelegt wird. Um dies noch .einleuchtender zu 
machen und zugleich eine Methode der Cometenbahnbestimmung 
auseinanderzusetzen, behandeln wir die folgende 

§ 155. Aufgabe 3L (Fig. 16.) Gegeben sind drei geo- 
centrische Oerter eines in einer Parabel sich bewegenden Gometen^ 
man soll Lage hmd Grösse der Bahn ermitteln. 

Lösung: Es seien D, G, E die senkrechten Projectionen der 
drei Cometenörter auf die Ebeae der Ekliptik. Die Erde befinde 
eich zu .denselben Zeiten in J., T, B. Nach dem mittleren Ort 

Osiwald's Klassiker. 133. 5 
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T der Erde ziehen wir von der Sonne S die Gerade ST und 
errichten hierauf die Normale TB, Auf diese fällen wir von 
den beiden äusseren Oertem der Erde A und B die Normalen 
Äa und Bß und ebenso von den Projectionen der Cometen- 
örter D, (7, E die Normalen DRH, CQK, EPG. Es seien 
ferner BH^ QK, PO gleich den senkrechten Abständen der 
Cometenörter von der Ekliptik. Endlich ziehen wir die Geraden 
aH^ TK und ß Q. 




Fig. 16. 

[79] Nach dieser Construction kann die Ebene aBHG als 
senkrecht zur Ebene der Ekliptik aBDS und besonders zur 
Geraden TS angesehen werden, und sie enthält die ortho- 
graphische Projection der Oerter der Erde er, Tj ßj und des 
Cometen H, iT, O. Es ist nun klar, dasB die Gerade TK nicht 
nur die Projection der Geraden ist, welche vom mittleren Ort 
der Erde nach dem Ort des Cometen gezogen wird, der senk- 
recht über C steht, sondern auch jener Geraden, die aus dem 
Centrum der Sonne nach demselben Cometenort gezogen wird 
und damit der ganzen Ebene, in welcher sich zu derselben 
Zeit Sonne, Comet und Erde befinden. 

Da nun die Geraden ADj TC^ BE durch die geocentrischen 
Längen des Cometen ihrer Lage nach bekannt sind, ebenso 
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TS durch die Länge der Sonne oder der Erde zur Zeit der 
mittleren Beobachtung, und ÄS und BS durch die Längen 
der Bonne zu den Zeiten der äusseren Beobachtungen , so sind 
damit erstens gegeben die Strecken 

aT=:^ ÄSsinTSÄ 
ßT= BSBinTSB; 

zweitens sind die Winkel ADE, TGQ und BEPdm Differenzen 
zwischen den Längen des Cometen und der Länge der Sonne 
zur Zeit der mittleren Beobachtung, also ebenfalls bekannt 
und es wird sein 

aR= AD »m ADR 

TQ = TG sin TGQ 

[iP= BEsinBEP, 

Seien ferner A, /.', l" die geocentrischen Breiten des Cometen 
in Ay T, Bj so wird 

i2H= ^Dtang A 

QK = TG taug X' 

PG =BEisiJigr. 



Daraus folgt: 



taug HaR = 



sin ADR 



tang(?/^P= *"^^^" 



sinJ5J^P 



[80] Es sind also in der angenommenen Normalebene jetzt 
bekannt 

die Strecken aT, T/i, aß 

und die Winkel HaR, KTQ, GßP, 

die wir wie folgt bezeichnen wollen: 

aT=g, ßT=h, 

^HaR=a, ^ KTQ = r , ^GßP=ß. 

Verbindet man die Punkte G und H, so ist die Gerade GH 
die Projection der Sehne, deren Bogen vom Cometen in dem 

5* 
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Intervall der Zeit zwischen den äusseren Beobachtungen durch- 
laufen wird. Da TK die Projection des mittleren Radius* 
vectors ist, so ist, Z/iT die Projection des Pfeiles und die 
Zwischenzeiten stehen sehr nahe im Yerhältniss: 

GL : LH=PO lOB^^piq. 

Wenn es sich nach vollendeter Rechnung lohnt, dieselbe noch- 
mals zu wiederholen, so kann dieses Yerhältniss leicht genauer 
angenommen werden. Macht man nun 



so wird 



und ferner: 



OL = X taug 7 
(xR^ g + x + y~ 

ßP=x — h — y 

HR =\g + x + y—\ taug a 

PG = (x — h — y) taug ß- 
Nun ist aber 

{OL— GP):[RH- OL)=p:q, 
[81] also 

qxt&ngT — q(x — h'—y)i&ngß=plg-\'X-{- — y\t^a — pxta.ngT 

oder nach gehöriger Reduotion: 

(g'-f-^)tangr — g-tang/?— j?tangct qhisingß — pgisinga 
q (tang a — tang ß) q (tang a — tang ß) 

Da diese Formel numerisch zu berechnen ist, setzen wir kurz 

Es ist also y = PO durch x = TO gegeben. — Daraus folgt 
weiter 

ßp=:x — yx — d — h 

aR = x+^yx + ^d + 9 
p p 
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und daher 

PE=TW={x-'yX'^d--h) coi^BEP + ßB 

RD = TX = Ix + ^ yx + ^ ö -\- g] cotsADR + Äa . 

\ P P I 

Da aber auch diese Formeln numerisch berechnet werden 
müssen, so machen wir 

TW+TX ^^ 

i = TF=yix + fi 

TX'^TW = WX=v:t+Q = EV ' 

FS=^ TS-- TF=cpx-\rCo. 
[82] Ferner ist 

WE = TP = X'-yx-'d 

XD = TB = x + ^yx+^ö 

P V 

und hieraus: 

Jtr 

Da aber 

VE = i/a; + ^ , 
so folgt 

^D« = (€« + v'^)x' + (2€iy + 2vq)x + if' + (>*. 

Ferner ist: 

ÖP = (a; — yx — 5 -^ ;*) tang/J 

jRfi^=ja; — ^ ya5 + — (J+^itanga 

und daraus kann die Differenz der senkrechten Abstände des 
Cometen über der Ekliptik zur Zeit der äusseren Beobachtungen, 
nämlich RH— QP dargestellt werden durch 

TX-\-S, 

Damit ist nun das Quadrat der Länge der Sehne zu ermitteln, 
welche der, Comet überspännt: 

ED^ + [RH-^QPf = Ax^ + Bx'\-G. 
Da 

WE = x -— yx — ö 

XD = x + ^yx+^ ö, 

P P 
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so wird: 

Hierzti 

FS = cpx-^- CO 

[83] giebt die Hälfte der Summe der äusseren heliocentrischen 
Distanzen des Cometen zu: 



y{ipx + w)* 4- [Dx + Ef + LO\ 

Aus dieser Grösse, aus der Länge der Sehne und aus der Zeit, 
die zwischen den äusseren Beobachtungen liegt, kann x durch 
die Aufgabe 15 (§ 83) ermittelt werden. Wenn die Sehne 
klein ist^ wird sehr nahe: 

^1^. ^Bx\C- ^^ '^' 

\ (cpx + lü)^ + {Dx + £')* + LO* ' 

welches eine Gleichung 6. Grades in x ist. 

Ist X = TO gefunden, so folgt leicht y •= PO und dann 
OR und alle Grössen, welche zur Bestimmung der Lage der 
auf die Ekliptik projicirten Sehne ED und der Lage der 
Sehne selbst nothwendig sind. Da die äusseren Radien- 
vectoren 

&= ySW^ + WE*+TQ^ 
ar= VSX^ + XD'- + RH^ 

sind, so kann die ganze Bahn durch Lemma 8, 10, 11 und 11, 
Zusatz 1 bestimmt werden. 

Lösung durch Construction: Da nun auch durch diese 
recht weitläufige Rechnung die Bahn des Cometen nur ge- 
nähert bestimmt wird, so kann man, wenn man diese nicht 
durchführen will, die ganze Sache auch kürzer und bequemer 
durch Construction erledigen. 

Sei S der Mittelpunkt der Sonne, T der Ort der Erde zur 
Zeit der mittleren Beobachtung, B und A die Oerter derselben 
zur Zeit der ersten und dritten Beobachtung. Mit Hülfe der 
bekannten geocentrischen Längen des Cometen ziehe man die 
[84] Geraden TGj BE, AD, Nachdem man dann TR senk- 
recht zu TS gezogen hat, fälle man Aa und Bß wie in der 
vorigen Lösung und ähnlich werden entweder durch Rechnung 
oder durch Construction die Winkel GßPj KTQ und HaR 
gefunden; endlich wird wie zuvor TK die Projection der vom 
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Centram der Sonne und der Erde nach dem mittleren Cometenort 
gezogenen Geraden sein. 

Nnn nehme man auf der Geraden TK einen beliebigen 
Pankt L an, welcher dem Schnittpnnkte der Sehne mit dem 
mittleren Radiusvector entsprechen soll. Wenn dieser Punkt 
zufällig richtig angenommen worden ist, so wird die wahre 
Cometenbahn bestimmt sein; im anderen Falle wird die Ab-^ 
weichnng bekannt und es wird ein anderer Punkt durch Versuch 
auszuwählen sein. Die Construction ist für alle Fälle dieselbe; 
damit also die Figur nicht zu sehr mit Geraden belastet 
werde, haben wir die wahre Lage des Punktes L angenommen^ 
ihn aber sonst als noch angewissen bebandelt. 

Durch L werde die Gerade OLH ^o geführt, dass die 
Theile OL und LH sich wie die Zwischenzeiten verhalten; 
sodann werden yon O und H die Lothe GPE und HRD auf 
die Linie aR gefällt und bis zum Schnitt mit den früher ge- 
zogenen Geraden BE und AD verlängert. Damit erhält man 
ED, die Projection der Sehne auf die Ekliptik. 

Aus dem angenommenen Punkte L werde ebenfalls das 
Lotb auf aR gefällt; nennt man Z den Schnittpunkt mit EDy 
so wird sein 

OL:LH=EZ:ZD. 

Ist nun der Punkt L richtig angenommen worden, so müssen 
die drei Punkte S, Z, G in einer und derselben Geraden 
liegen, welche die Projection des mittleren Radius vectors auf 
[85] die Ekliptik ist. Da dies aber noch nicht sicher ist, so 
verbinde man die Oerter Ä, B der Erde und ziehe aus dem 
Schnittpunkte t mit dem mittleren Radiusvector der Erde die 
Gerade tZ nach dem Punkte Z, Diese Gerade ist von der 
Beschaffenheit, dass sie für jede beliebige Lage der auf die 
Ekliptik projicirten Sehne dieselbe in demselben Verhältnisse 
schneidet, in welchem die Gerade EZD geschnitten wird, d. h. 
sehr nahe im Verhältniss der Zwischenzeiten. 

Nimmt man daher auf der Geraden t T beliebige Punkte Z 
an, so können leicht ebensoviele Gerade EZD gezogen werden, 
die von den Geraden AD^ BE, tZ in dem gegebenen Ver- 
hältnisse der Zwischenzeiten geschnitten werden. 

Hat man ED, so werden mit Heranziehung der geocen- 
trischen Breiten in den Punkten E und D Normale emchtet, 
deren Längen gleich OP und HK sind. Die Endpunkte der- 
selben müssen um die Länge der Sehne von einander abstehen 
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und ihre Verbindungslinien mit der Sonne stellen die äusseren 
Radienvectoren dar. Mit diesen Distanzen bestimme man nun 
unter Anwendung der Formeln der Aufgabe 15 (§83) oder 
der Scala der parabolischen Geschwindigkeiten (§ 112 ff.) die 
Zeit, in welcher der Comet die mit Hülfe des angenommenen 
Punktes Z bestimmte, Sehne hätte durchlaufen müssen. Wenn 
diese Zeit mit der zwischen der^^rsten und dritten Beobach- 
tung Hegenden Zeit übereinstimmt, dann war der Punkt Z 
richtig angenommen^ wenn nicht, so merke man die Differenz 
und nehme in der Geraden tZ nacheinander andere Punkte Z 
an. Diiraus erhält man ebensoviele Differenzen der beobachteten 
und der durch Construction gefundenen Zeit. Trägt man die 
Distanzen t Z als Abscissen und die Differenzen der Zeiten als 
Ordinaten auf, so kann eine Curve gezogen werden, welche die 
[86] Gerade tZ an der Stelle schneiden wird, die dem wahren 
Punkte Z entspricht. Selbstverständlich sind die Punkte Z so 
anzunehmen, dass die genannten Differenzen sowohl positiv als 
negativ werden. 

Ist nun der richtige Punkt Z gefunden, so wird die Con- 
struction der wahren Projection BD der Sehne gemacht und 
damit die Construction der ganzen Bahn sehr leicht zum Ab- 
schluss gebracht. 

Durch diese Construction kann man aber auch sehr leicht 
einer Prüfung unterwerfen, ob das Verhältniss zwischen den 
Theilen GL und LB. den Zwischenzeiten proportional ist oder 
merklich davon abweicht. Ist letzteres der Fall, so kann man 
das Verhältniss genauer bestimmen und dann entweder die 
Construction oder die Rechnung einschlagen, um Grösse und 
Lage der Bahn genau zu ermitteln. 

§ 156. Anmerkung 1. Diese Construction der Bahn wird 
weitläufig in Folge der Neigung der Bahn gegen die Ekliptik. 
In Folge dieser nämlich muss man die Abstände des Cometen 
von den Punkten E und Z) auf doppelte Weise auf die Ebene 
der Ekliptik tibertragen, damit man die Länge der Sehne und 
der äusseren Radienvectoren bestiipmen könne. Uebrigen^ wird 
diese Weitläufigkeit, durch die Ei:sparniss an Arbeit, welche 
man bei der Berechnung der Zwischenzeit aus der Benutzung 
der Scala der parabolischen Geschwindigkeiten ziehen kann, 
zum grossen Theil compensirt. 

§ 157. Anmerkung 2. Da bei der zweiten Lösung der 
Punkt Z durch Versuche zu ermitteln ist, so werden einige 



Abhandlungen znr Bahnbestimmung der Cometen. I, 3. 73 

[87] Anhaltspunkte hierfür nicht für nnnütz erachtet werden. 
Zu diesem Behnfe dient der Lehrsatz 3 (§ 76 ff.j, mittelst dessen 
ans der helioeentrischen Distanz des Cometen seine Geschwin- 
digkeit bestimmt werden kann und durch den diese Geschwin- 
keit mit der eines in gleicher Entfernung befindlichen, auf 
einer Kreisbahn sich bewegenden Planeten verglichen wird. 
Da der Bogen oder die Sehne zwischen der ersten und dritten 
Beobachtung meistens klein ist, so wird die vom Cometen 
dnrchmessene Sehne mit jener, welche in derselben Zeit die 
Erde durchläuft, also mit -4^ in irgend einer Weise verglichen 
werden können. Nehmen wir an, der Comet sei in T, so ist 

klar, dass die von ihm durchlaufene Sehne sehr nahe y2AB 
(§ 76) sein mttsste, was aber nicht sein kann, da sie zwischen 
den Geraden AD und BE liegen muss. Wenn nun der Punkt Z 
auf der Geraden tZ bo angenommen wird, dass seine Distanz 
von der Sonne kleiner wird, als eben, so wird die Länge der 
Sehne vergrössert, welche er durchlaufen müsste. Man wird 
also Z erst dort annehmen dürfen, wo die Distanz von der 
Sonne anfängt grösser zu werden. Ist Z angenommen, so 
wird die Lage der projicirten Sehne meist schon nach dem 
Augenmaass allein nahe richtig gewählt und ihre Länge mit 
AB und der Entfernung von der Sonne verglichen. 

§ 158. Aufgabe 32. (Fig. 17.) Mcm soll eine schon nahe 
hekcmnte parabolische Bahn eines Cometen verbessern, 

[88] Lösung: Da die curtirten gcocentrischen Distanzen 
AD^ TG, BE in nahe richtigen Zahlen vorliegen, so wollen 
Vir annehmen, sie seien zu klein, und die Differenzen, welche 
addirt werden müssen, damit sie in die wahren Werthe über- 
gehen, seien so klein, dass ausser der ersten alle höheren 
Potenzen vernachlässigt werden können. Dann ist es erlaubt 
sie wie Differenziale zu behandeln, die bei der in Zahlen aus- 
zuführenden Rechnung hinzuzufügen sind. Die Rechnung selbst 
aber wird damit zu beginnen haben, dass aus den angenommenen 
Distanzen die Zeiten zwischen der ersten und zweiten, der 
zweiten und dritten , der dritten und ersten Beobachtung er- 
mittelt werden. Dann werden die berechneten Zeiten mit den 
beobachteten verglichen, wodurch man zu drei Gleichungen 
kommt, aus welchen die Differenzen zwischen den angenommenen 
und den wahren Distanzen AD, TG, BE ermittelt werden 
können, die nun addii-t oder subtrahirt werden müssen, je 
nachdem sie positiv oder negativ sind. 
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Die Herstellung jener Gleichnngen aber wollen wir durch 
folgendes Beispiel zeigen. 

Sei S die Sonne, T und t Oerter der Brde^ K und k Pro- 
jectionen der beiden Oometenörter G und e auf die Ekliptik, 
dann werden TK und tk durch die geocentrischen Längen 




Fig. 17. 

gegeben sein und die Winkel CTK und ctk sind die geo- 
centrischen Breiten. Nun verlängert man TK und tk bis zu 
ihrem Schnittpunkt in J., verbindet Ä mit S und zieht GP 
parallel zu Kk. Setzt man dann 



AT— a 


AK— K 


GTK == (7 TS^-T 


At — ß 


Ak — k 


ctk c tS T 


TAt = Cü 


TK- K" 


GTS — e 




tk r=k' 


ctS — f 


89] so wird: 






(7c* — K^ + k^ 


— 2Kk cosw 


+ ^*tang(7* + Ä;'*tangc« 




— 2Z'Ä;' tangCtangc. 



Weiter ist: 



GS' =T^ + K^ sec (7* — 2 T^JT secO cose 
cS = r* + k"^ secc* — 2rÄ;' secc cos/*. 

Diese Ausdrücke sind in Zahlen zu berechnen. Da ihnen aber 
Differenziale hinzuzufügen sind, so bemerken wir, dass die 
Grössen Ä", K'j A, k' als variabel betrachtet werden müssen, 
und zwar sind, da 

K = K + a 

k = k' +ß 
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die Differenziale dK^ dK' und ebenso dk^ dk' nicht etwa gleich, 
sondern man wird durch Differenziation haben: 

dCc = = [K+ K tangC* — Ä;cosw — k' tangctangC) dK 
Gc 

-\- = (k — iTcosw + ^' tangc" — K tangc tang(7) dk 
Gc 

1 



dGS = = [K' secC* - TsecCcosc) dK 

GS ' 

dcS -= =:i ik' sec g" — r sec c cos/*) dk . 
cS ' 

Da diese Ausdrücke wieder in Zahlen berechnet werden müssen, 
schreiben wir kurz 



dGc = mdK + ndk 



dGS=pdK 



dcS = qdk. 



Durch Gcy GS, cS ist aber die Zwischenzeit gegeben nach der 
Formel (§ 83): 



3, 2mJ = ( ) - ( ). 

Da nun die angenommenen curtirten geocentrischen Distanzen 
TK und tk von den wahren verschieden sind, so wird auch die 
Zwischenzeit T, welche diese Formel giebt, von der beobachteten 
[90] verschieden sein. Damit also T zur beobachteten Zwischen- 
zeit werde, muss man der Formel ihr Differenzial hinzufügen, 
womit sie wird 

3 V2mJ = ( ) - ( ) 



_|. 3 f^cS +cS+ Gcf [dGS + dcS + dcG) 
— 1(0^ + ;;S _- C6f (dGS+ d^ — dcG) . 



GS, eSj cG sind in Zahlen gegeben, ebenso auch ihre Differen- 
ziale durch dK und dk] man hat also auf diese Weise eine 
Gleichung zwischen dK und dk erhalten. 
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Nimmt man zu den liier benutzten Oertern noch den dritten 
hinzu, so erhält man auf dieselbe Weise zwei weitere Glei- 
chungen zwischen dk und dl einerseits und dK\m^ dl anderer- 
seits und kann also dann die drei Differenzen dK, dk, dl 
bestimmen. Sollten sie nach vollendeter Rechnung als beträcht- 
lich sich herausstellen, so wird die Rechnung auf dieselbe Weise 
wiederholt, indem man jetzt für die in Fig. 16 mit AD^ TG, BE 
bezeichneten Diztanzen die durch die erste Verbesserung corri- 
girten Werthe annimmt. 

§ 159. Aufgabe 34.*) (Fig. 17.) Wenn zwei hinlänglich 
nahe geoc&rvtrische Oerter des Cometen gegeben sind vmd ausser- 
dem die geocentrische Distanz des Cometen für eine der beiden 
Beobachtimgen, so soll man die Lage und Grösse der Bahn 
ermitteln. 




Fig. 17. 

Lösung: Sei S das Centrum der Sonne, jT, t Oerter der 
Erde, C, c Oerter des Cometen, K, k deinen Projectionen auf 
die Ekliptik. Dann sind TK und tk durch die beobachteten 
Längen gegeben und die Winkel GTK und ctk sind die be- 
obachteten Breiten. Es möge nun noch die Distanz TG und 
damit auch TK = TG goäGTK gegeben sein. Von den 
Punkten K und T fällen wir auf die Gerade tK die Normalen 
[91] KQ und TR und ziehen ferner wie bei der vorigen 
Aufgabe AS und GP. Sodann setzen wir: 

TK=x GTK=X 

Qk = y ctk = yl 

tR^ a TAt = CO 
AT = p GTS^h 
TS = r 

*) Aufgabe 33 fehlt im Original. 
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Da die geocentrischen Breiten l und ^ wenig von einander 
verschieden sind, werde gesetzt: 

tang ^ = tang l-j- q] 

dann sind y, a, q^ to hinlänglich kleine Grössen, da wir T,t 
bez. Cj c als nahe beisammen liegende Oerter angenommen 
haben. 

Es wird also sein: 



ferner: 



AK = X -\- p 

KQ = [x+p] sin CO 

Kk = «/' -|- (ir + pY sin w* , 



AR = p cos w 

AQ = (x-\-p) cos io 
Ak = [x-^- p) coscti + y 

Bk = [X+ p) cos to — ^; cos CO + 2/ == ^ <^ö8 ^«^ + 2/ 
tk = X cos CO + i/ — or 

und daher 

ck = (x cos CO -|- 2/ — «)(tangA + (/) 
CK = a; tang A . 
Mithin 

cP= a;(co8 CO — 1) tang A + (y — a) tang A + xq cos co + (?/ — a)q 
oder 



cP=^(tangA-f-g) — a(tangA + (?) — »(l — cos co) tg Z+a;g cos co. 
[92] Für diese Formel schreiben wir der Kürze halber 

^==^ Ay + Bx— C. 



£s ist aber 



Cc' = cP^ + Kk\ 



Daher wird 

Co^ = y^ + {x +pY sinco'- + A^y'' + 2AByx + C* 

oder 

Cc* = Dy' -\-Ey + F. 
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Weiter wird sein 

CS = r* + ic* sec A* — 2rx see A cos ä . 
Nach der zweiten Lösung der Aufgabe 15 (§ 83) ist 

Va + b + V(a + ^^)* — Ä;« 
oder, da die Sehne k klein und auch sehr nahe a = b ist, 

dkVä 



3V2mT== 



k = 



2 

VSmT' 



Va 
oder 

p- VSmT 

Cc = 



Vcs 

und daher nach Substitution der Werthe 



Vr* + rc* secA*^ — 2rx secA cosä 

Aus dieser Gleichung kann, wenn die Distanz x gegeben ist, 
y gefunden werden und damit die Lage der projicirten Sehne 
Kk. Ist dies aber erreicht, so kann die ganze Bahn leicht 
ermittelt werden. 

[93] § 160. Anmerkung. Da die Gleichung, auf welche 
wir schliesslich gekommen sind, quadratisch ist, so ergeben 
sich zwei Werthe von y und es muss daher eine dritte Be- 
obachtung zugezogen werden, um entscheiden zu können, 
welche der Wirklichkeit entspricht. Weiter nahmen wir an, 
dass die Distanz x gegeben sei. Wenn sie aber unbestimmt 
ist, so kann man nach einander verschiedene Werthe dafür 
einsetzen, bis schliesslich y imaginär herauskommt. Es werden 
hierdurch die Grenzen gegeben, über welche die Distanz x 
nicht hinausgehen kann und sie werden gefunden, wenn man 
in der letzten Gleichung y = setzt. Die Gleichung geht 
dadurch in eine andere über, in welcher x in der sechsten 
Potenz auftritt. 
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§ 161. Aufgabe 35. (Fig. 18.) Gegeben sei die Lage 
einer parabolischen Cometenbahn; man soU die La^ge tmd die 
Eigenschaften der auf die Ekliptik projicirten Bahn ermitteln. 

Lösung: Sei i^ das Centmm der Sonne und daher der 
Brennpunkt der Bahn, Nn die Knotenlinie, NQn die Bahn 
selbst, die gegen die Ebene der Ekliptik unter einem belie> 
bigen Winkel geneigt ist, A sei das Perihel, AFB die Axe. 
Wird ein beliebiger Punkt 
Q angenommen und QP 
senkrecht zu Nn gefällt 
und das Yerhältniss QP 
zu qP gleich dem Yer- 
hältniss von 1 zum Cosinus 
der Neigung gemacht, so 
wird der Punkt q in der 
projicirten Bahn liegen und 
der Punkt Q wird senkrecht 
darüber liegen. 

[94] Wenn Q der höchste 
Punkt der Bahn über der 
Ekliptik ist, dann wird die 
Richtung beider Parabeln 
in Q und q der Knoten- 
linie parallel sein. Halbirt 
man Nn in O und zieht 
FQ, Fq, OQ, Qq, so 
wird OQ der Axe AB und 
Oq der Aie der projicirten 
Bahn aB parallel und es 
ist FQ= QO, Fq = qO, 
FP =: PG. Weiter verhält sich FQ zu Fq wie 1 zum 
Cosinus der heliocentrischen Breite jenes höchsten Punktes Q. 

Da NG = Gn und Gq der Axe aB parallel ist, so geht 
die Gerade qF durch den Brennpunkt f der projicirten Bahn 
und es ist: 




Fig. 18. 



r;^« 



und daher 



Nn = IßFQ = IßFqfq 
Fq:FQ = FQ : fq . 



Da aber beide Parabeln in Q und q der Knotenlinie Nn 
parallel sind, so werden die Winkel, welche sie mit FQ bez. Fq 
bilden, den Winkeln QGF bez. qGF gleich und daher wird: 
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PO* 

AF=FQai^QGF'■=y~ 

af=fqsmqGF' =^-^^ 

Nennt man rj die Neigung der Bahn, so ist 

Pq = PQ cosrj 



und daher 



fq • PQ' cos rj 

Fq' 



«/*= T^^t 



also ferner 
Es ist aber 



also: 



AF: af= Fq^ : FQ cos»?- • fq. 

f ^l^ 
'^ Fq 

AF: af = Fq^ : FQ"^ co^rj^ . 



Fq 
[95] Da ^^ der Cosinus der heliocentrischen Breite des 

Punktes Q ist, so wird, wenn wir diese mit l bezeichnen: 

AF: af= cosP : cos?/* 

,/—; y^F-cosj? 

v< = tH- • 

cos X^ 

Wird vom Radiusvector eine beliebige Fläche beschrieben, die 
wir Ä nennen wollen und ist die dazu gebrauchte Zeit ÜT, so 
wird 

mV2AF 

Da aber diese Fläche in der projicirten Bahn verkleinert ist 
im Verhältniss 1 : coäij, so wird sie sein A cos ?y = D. 
Da nun 

77___ ^ __ ^cos?; 

7nV2ÄF mV2af.Q>o^r 
so folgt 

I :s^ I ■ ■■I I ■ '— • . . 

: mY2af(iO^)^ 
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Die Zeit wird also gegeben durch die auf die Ekliptik pro- 
jicirte Fläche D, durch den Halbparameter der projicirten 
Bahn 2a f und durch den Cosinus der heliocentrischen Breite 
des höchsten Punktes Q, 

§ 162. Auffalle 36. (Fig. 18.) Gegeben sei die prcjicirte 
Bahn aqn\ tnan soll die wahre Bahn NQn finden und deren 
Neigtmg imd Knotenlinie. 

[96] Lösung: Es sei aNqn die projicirte Bahn, ihre Axe a/J 

ihr Brennpunkt /", und das Centrum der Sonne F. Da F der 

Brennpunkt der wahren Bahn ist, so führe man die Gerade 

fFq durch beide Brennpunkte, ziehe die Tangente tq und zu 

ihr die Parallele NFn durch den Mittelpunkt der Sonne F\ 

das wird dann die Knotenlinie sein. Fällt man auf diese die 

Normale QqP und macht FQ = ^Nn, so wird der Punkt Q 

qP 
der höchste Punkt der wahren Bahn sein und -^-^ der Cosinus 

der Neigung. Endlich mache man Q0= QF oder NG = Gn, 

und ziehe zu QG die Parallele ÄF, dann ist dies die Axe 

PO* 
der wahren Bahn. Da ÄF = -:=-^ (§ 161), so ist damit 

auch die Periheldistanz^-F' gefunden. 

§ 163. Lehrsatz 11. Die prqjioirte Bahn ist durch lauter 
geocentrische Längen gegeben und fünf Beobachtungen sind zu 
ihrer Bestimmu/ng erforderlich. 

Beweis: Die projicirte Bahn ist bestimmt, sobald der 
Scheitel a und der Brennpunkt f gegeben sind oder die Lage 
dieser beiden Punkte in Bezug auf eine Gerade, die von einem 
gegebenen Ort der Erde nach dem Centrum der Sonne gezogen 
wird. Es hängt daher diese Lage von vier zu diesem Ende 
anzunehmenden Unbekannten ab. Sind aber diese angenommen, 
so wird die Knotenlinie nN gegeben sein (§ 162), femer die 
Distanz af und die beiden Geraden FQ und Fq und dann 
Fq:FQ = cosA (§ 161). Da nun diese vier angenommenen 
Unbekannten durch geocentrische Längen und durch die in 
der projicirten Bahn zurückgelegten Eäume zu bestimmen sind, 
[97] so werden diese Räume gegeben sein, welche mit den 
verflossenen Zeiten verglichen werden können (§ 161) und 
jeder Raum führt zu einer Gleichung. Weil nun aber vier 
Gleichungen nöthig sind, so braucht man auch vier projicirte 
Räume und daher fünf beobachtete geocentrische Längen. 

0stwald*s Klassiker. 133. 6 
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§ 164. Lehrsatz 12. Wenn sieh ein Comet %w Zeit einer 
Beohdchtung im Pol der EJdiptik befindet^ so ist die projicirte 
Bahn dv/rdi drei weitere geocentrische Längen bestimmt. 

Beweis: Wenn nämlich der Ort des Cometen im Pol- der 
Ekliptik auf diese projicirt wird, so fällt dieser Punkt auf 
den Ort, wo sich zur selben Zeit die Erde befindet. Welches 
daher auch Lage und Grösse der projicirten Bahn sein möge, 
jedenfalls muss sie durch diesen Ort der Erde hindurchgehen. 
Es ist also ein gewisser bestimmter Punkt der Bahn gegeben. 
Daraus folgt, dass aus vier anzunehmenden Unbekannten eine 
als überflüssig ausscheidet, wodurch die Zahl der Räume und 
damit der beobachteten Längen vermindert wird. 

§ 165. Anmerkung 1. Es versteht sich von selbst, dass 
wenn der Comet im Pol der Ekliptik stationär gewesen ist, 
dann die projicirte Bahn bereits bestimmt sein wird, wenn 
man diesen zwei Beobachtungen eine dritte hinzufügt. Uebrigens 
wird die Rechnung, durch welche die Bahn bestimmt wird, auf 
eine wunderbare Weise complicirt, so dass man es unter allen 
[98] Umständen vorzieht, die geocentrischen Breiten zugleich 
mit den Längen zur Bestimmung der Bahn anzuwenden. 

§ 166. Anmerkung 2. Was wir bisher über die Projection 
der Cometenbahn auf die Ekliptik gesagt haben, gilt allgemein, 
da die Projection auf die Ebene der Ekliptik rein willkürlich 
ist und man auch eine beliebige andere Ebene wählen kann, 
deren Lage gegen die Ekliptik gegeben ist. Diese tritt dann 
an die Stelle der Ekliptik und auf sie sind die Oerter der 
Erde zu projiciren und ebenso die Geraden, welche von diesen 
nach den Oertern des Cometen gezogen sind, wie wir dies 
schon bei der Aufgabe 31 (§ 155) durch ein Beispiel erläutert 
finden. Ebenen dieser Art, welche zur Abkürzung der Rech- 
nung beitragen können, giebt es mehrere. So bringt uns z. B. 
die Ebene, welche durch die Centra von Sonne, Erde und 
Comet geht, dieselbe Vereinfachung, wie die Ekliptik, wenn 
der Comet sich in einem seiner Knoten befindet. Und ähnlich 
bietet uns die Ebene, welche auf der von dem Centrum der 
Erde nach dem Cometen gezogenen Geraden senkrecht steht, 
einen Fall dar, der analog ist zu jenem von Lehrsatz 12 

{§ 164). 

§ 167. Lehrsatz 13. Wenn ein Comet derartig stationär 
ist, dass er viermal an dernselben Orte des Himmels beobachtet 
wird, so kann seine Bahn ohne alle Rechnung gefunden werden. 
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[99] Beweis: Wenn er nämlich stationär ist, so sind die 
Geraden, die von den Oertem der Erde nach den Oertem des 
Cometen gezogen werden, parallel. Nimmt man daher eine 
Ebene, die dnrch das Centrum der Sonne geht und auf jenen 
Geraden senkrecht steht, so sind in dieser Ebene vier Punkte 
der auf sie projicirten Bahn gegeben. Da diese parabolisch 
ist, so kann sie construirt werden. Durch die Aufgabe 36 
(§ 162) wird dann weiter Lage und Grösse der wahren Bahn 
gegeben. 

§ 168. Anmerkung. Es wird allerdings kaum jemals ein 
Comet viermal an derselben Stelle des Himmels beobachtet 
werden, wenn die Zwischenzeiten beträchtlich sind. Sind sie 
aber kurz, so muss man sehr genaue Beobachtungen haben, 
wenn man auf diese Weise die wahre Bahn ermitteln will. 
Man wird aber doch eine angeben können, welche von der 
wahren wenig abweicht, wenn die scheinbare Bewegung des 
Cometen sehr langsam ist. 

§ 169. Lehrsatz 14. (Fig. 19.) Wenn ein Comet mueimal 
an derselben Stelle des Himmels beobachtet wird^ so fallen die 
Geraden, welche von den beiden Erdörtem nach den beiden 
Cometenörtern gezogen werden, in die Knotenlinie. 




Fig. 19. 

Beweis: Seien T und t die Oerter der Erde, Cund c die 
des Cometen. Von letzteren fälle man auf die Ebene die 
Normalen CK und ck und ferner die Normalen CN und cn 
auf die Knotenlinie Nn. Dann ziehe man die Geraden NK, 
[100] nk, TK, tk, CcM, TtM. Da nun der Comet stationär 
ist, so sind die Geraden TC und tc und ebenso TK und tk 
parallel; überdies sind die Breiten CTK und ctk einander 
gleich. Daraus folgt: 

CK:ck = CT:ct=:KT:kt = CM:cM=TM:tM = K3I:kM, 
also schneiden sich die Geraden Tt, Gc, Kk in M. Weiter ist: 

CK:ck=CN:cn=Kn\kn=CM\cM=KM\kM=NM:nM, 

6* 
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also geht die Gerade Nn durch denselben Punkt M^ in dem 
sich Cc, Kk^ Tt schneiden. Es ist also Nn die Knotenlinie^ 
woraus sich die Behauptung ergiebt. 

§ 170. Lehrsatz 15. Wenn ein Gamet sich in der Ebene 
der Ekliptik bewegt und seine Bahn ist eine parabolische, so 
genügen drei geocentrische Längen, um dieselbe %u bestimmen'^ 
dagegen ist noch eine vierte nothwendig, wenn er sich in einer 
Ellipse bewegt, ausser we7in deren grosse Äxe bekannt ist. 

Beweis: Dass drei Längen zur Bestimmung der parabo- 
lischen Bahn genügen, erhellt aus Aufgabe 31 (§ 155) und 
die Construction der Bahn wird hier noch leichter. Dagegen, 
wenn diese drei Längen zur Parabel nothwendig sind, so kommt 
bei der Ellipse^och das Verhältniss zwischen der Periheldistanz 
und dem Halbparameter dazu; dieses bliebe unbestimmt, wenn 
nicht eine vierte Beobachtung dazukäme, ausser es ist die 
Länge der grossen Axe bekannt oder was dasselbe ist, die 
Umlaufszeit. 

[101] § 171. Anmerkung. Ist die parabolische Bahn 
gegen die Ekliptik geneigt, so sind drei Beobachtungen er- 
forderlich, aber nicht vollständig; man kann entweder die Zeit, 
zu der die zweite Beobachtung angestellt ist, oder die geo- 
centrische Länge oder die Breite entbehren. Wenn nichtsdesto- 
weniger drei vollständige Beobachtungen herangezogen werden, 
so hat man mehr Daten als nöthig sind und die überflüssigen 
können zur Vereinfachung der Rechnung oder wenigstens zur 
Controle derselben benutzt werden. 



[102] Vierter Theil. 

Eigenscliafteii der elliptischen Bahnen der Cometen 

und Planeten. 

§ 172. Lemma 23. (Fig. 20.) Wenn in eitier Ellipse 
drei aequidistante Ordinaten PN, QL, EM genommen werden 
u}id man zieht aus dem Brennpunkt F die Radienvectoren FNy 
FL, FM, so ist 2FL = FN + FM, 
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Beweis: Nach der Natur der Ellipse ist nämlich 

.-r. . AB — 2ÄF ,^ • 
FM = ÄF-\ y^ A B , 



daher: 




FN+FM= 2AF + 



AB 



[AP-\-AR). 



[103] Nun ist nach der Voraussetzung: 

AP+AR = 2AQ, 
daher 

FN+ FM= 2 IaF + ^^ AB^^ "^^) ^ ^^^' 

§ 173. Lemma 24. (Fig. 21.) Wenn in einer Ellipse 
AQBD ein beliebiger Punkt Q angevhom/men vmd durch ihn der 
Durchmesser QGD, ferner die Tangente QT und xu ihr eifie 
beliebige Parallele NGM gezogen toird, dann der Brermpunkt 
F mit Q durch die Gerade QFb verbunden und die Sir ecke NM 
senkrecht in die Lage nEm Übertragen wird, so dass nE = Em 
ist, dann liegen die Punkte n und m ebenfalls a/uf einer Ellipse 
Qnbm, deren einer Brennpunkt gleichfalls F, und deren grosse 
Axe Qb der grossen Axe der ersten Ellipse gleich ist 

Beweis: Da QGD ein Durchmesser der Ellipse und die 
Strecke NM der Tangente QT parallel ist, so findet nach 
einer bekannten Eigenschaft der Kegelschnitte zwischen der 
Abscisse QG und der Ordinate NM eine analoge Gleichung 
statt, wie zwischen Abscissen in der grossen Axe und darauf 
senkrecht stehenden Ordinaten. Weil nun nach der Construc- 
tion NM = nm und QE dieselbe Rolle hat wie QG, femer 
nm senkrecht steht auf FQ, so wird zwischen QE und nm 
dieselbe Gleichung in Bezug auf die Ellipse statthaben, deren 
grosse Axe Qb ist. Zieht man also Gc parallel zu. QT und 
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errichtet cy=^c'G senkrecht zur Axe 06, so wird cy die 
kleine Halbaxe sein. Wird nun 

[104] gesetzt «nnd die Gerade Qf nach dem zweiten Brenn- 
punkt /"gezogen, so wird der Winkel TQF = 90° — \FQfmd 

FQ+ Qf=a 
Qf=a — x 
Ff= a — 2/". 



Ä^ M 




Fig. 21. 
Hieraus folgt nach trigonometrischen Formeln: 



co^^FQf= ^mTQF=^mQcG = 



Vaf^f' 



v 



az — z^ 



co^TQF= cos Qc (7 = 



Vaz — Ä* — {af — f^) 



Vaz — Ä* 



sin QFG = l^zri^ yax-x'-{af-r) 
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und es wird daher, weil QTG = QFC -- TQF = FCe ^ 

{a^2ßyaz — z^ 
Es ist aber 

Fe : ünFCc = FC : sin QcC 

und daher, wenn die gefundenen Werthe substituirt werden 
und reducirt wird: 

Fo-{'X= Qc = ^a 
Qb = a = AB. 

Es ist weiter der conjugirte Halbmesser Co' z=: cy = Vax — z^ 
und daher wegen Fy =Fc -\-cy 

Yy' = [\a — %Y + («« — ^*) = i«* 
if^y == ^a = Oc. 

Daraus erhellt, dass F Brennpunkt in beiden Ellipsen ist. 
[105] § 174. Znsatz I. Aehnlich erhält man den Halbmesser 

QG= y\[a — 2%f + af'--f = Wc* + CW 
und weiter: 

sm Cc = 



2 Vax — ;?;* V\ {a — 2;;;)* + af^p 
§ 175. Znsatz 2. Da in der EUipse AHB: 

^^, QG'GD^Gg'^ 

^^• = öc^—- 

und in der Ellipse Qyh\ 

QG ' G D _ QE 'Eh 

~~QG^~~"^~~Q^~ ' 
so wird: 

^,., _ , QE-Eb-Gc"" 

§ 176. Znsatz 3. Wird daher FE = § gesetzt, so wird: 

[ax — a§ — {x — ^)*](a^ — »*) 



E'm* = 



^a* 



Fm = -^ ' — ^ -— ^ 



a 
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§ 177. Lemma 25. (Fig. 21.) Wird alles wie im vorigen 
Lemma angenommen, wnd werde/n noch die Radienvectoren Fn, 
Fm, FN, FM gezogen, so ist die Summe der ersteren Fn + Fm 
gleich der Simime der letzteren FN + FM, 

[106] Beweis. Man ziehe durch den Punkt G die Gerade 
PGK senki-echt zur grossen Axe ÄB^ und verbinde K mit 
dem Brennpunkt F, Da, NG = GM^ so wird nach Lemma 23 

(§ 172) 

2FK=FN+FM, 

Da ferner Fn = Fm^ so ist nachzuweisen, das Fn = FK ist. 
Weil nun TQ^ EG und cC parallel sind, so wird 

cQiQC^cE: GC 

CG = ^"-^ 
cQ 

oder nach Substitution der Werthe: 



\a 
Weiter ist durch Trigonometrie 

^^^ QC' + CF'^QF' 
cosQCF= ■ ,g^.^^ 

GP= CGco^QCF, 
also nach Substitution der Werthe 

^a{a — 2z) 



(io^QGF = 



{a - 2/}|/i(a- 3;^)* + a/^- f^ 



{a-^2z){2§+a^2z) 

2(a — 2/-) 
Hieraus : 

PF= FC CP= ^^^ ^^^' "^""^ ^"^^ ~ ^^^ "" ^"" ^^ 

2(a — 2/") 

Es ist aber nach der Natur der Ellipse 

a a 

[107] und daher nach Substitution und gehöriger Reduction 

FK = il^^^zr^ _ (^ - 2^) _^ ^ 
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Denselben Werth aber haben wir für den Radius Fm (§ 176) 
erhalten und es wird daher 

FK= Fm 
2FK= 2Fm = Fn + Fm = FN + FM. 

§ 178. Lemma 26. (Fig. 21.) Wird alles uns in den 
beiden vorigen Sätzen cmgenommenj so verkalten sich die Flächen 
der Sectoren NQMF und nQmF tote die Quadratwürxeln a/m 
den Halbparametem der Ellipsen AB tmd Qb. 

Beweis. Wenn nämlich die Or^naten NM auf dem Durch- 
messer QD senkrecht ständen, so würde die Fläche des Seg- 
mentes NMQ im umgekehrten Verhältniss des Sinus der 
Neigung Q QN grösser sein. Wenn sie daher nach nm über- 
tragen zur Axe Qh senkrecht stehen, so wird das Segment 
nQm unter allen Umständen in diesem Verhältniss grösser 
sein müssen. Da aber die Abscissen QE grösser sind, als 
die Abscissen QO^ so ist das Segment nQm ebenfalls in diesem 
Verhältniss grösser, d. h. es ist 

NQM'QE 
nQm, 



ünQGE' QO 
Nun ist durch Trigonometrie 

0^ 1 1 



QOsinQGE sinQEO smTQF 

[108] und daher das Segment 

^ NQM 

nQm = 



miTQF 
Nun ist aber (§ 173) 



^ ax — 



miTQF= V— ^ 



und daher 



nQm = NQmV^ — 

^ af — 






nQm:NQM= VaZ'-z' :Vaf — fK 

Da ferner die Dreiecke nFm und NFM gleiche Grundlinien 
nm und NM haben, so verhalten sich die Flächen derselben 
wie die aus dem Brennpunkt oder dem gemeinsamen Scheitel F 
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auf sie gefällten Lote und daher wie 1 zum Sinus des Winkels 
NEF = TQE, Also hat man ebenfalls : 



nFm : NFM = Vax — z" : Vaf— f 
und ebenso die ganzen Sectoren 

nQmF:NQMF= Vax — z^ :Vaf— f* , 
Die Halbparameter der beiden Ellipsen sind aber 

2(af-n 



8 



a 



2{az — a;') 



= S 



a 



also 



Sectoren nQmF: NQMF = ]/^ : j/— =yS:Vsy 

was zu beweisen war. 

[109] § 179. Zusatz. Es wird daher 

nQmF NQMF 



ys 



Vs 



§ 180. Lemma 27. (Fig. 22.) Beschreibt man um die 
grosse Axe ein^r Ellipse AB einen Halbkreis, halbirt eine be- 



. m 




Fig. 22. 

liebige Sehne NM derselben in O, zieht aibs dem Centrwm C 
die Gerade GOQ, verbindet Q mit dem Brennpunkte F durch 
die Gerade Qc und zieht endlich die Gerade Cc paralM zur 
Sehne NM oder zur Tangente TQ, so gut folgender Satz: Wenn 
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durch die Punkte N, 0, M die Normalen Nn, Qq, Mm xur 
grossen Axe gefallt werden und man verbindet die Punkte w, m 
wnd qy G du/rch Gerade^ so wird der Bogen nm in q katbirt 
tmd der Pfeil qg = QE, 

Beweis: Nach der Natnr der Ellipse stehen nämlich die 
Ordinalen Pm nnd PM in dem Verhältniss der grossen znr 
kleinen Axe und es schneiden sich daher die Sehnen mn nnd 
MN verlängert in dem Punkte R der grossen Axe. Da nun 
NO = OM^ so folgt ng = gm. Weiter ist (70 : QO = Gq : qg. 
Da femer NM und Gc parallel sind, so wird GQ:QO = Qc: QE 
und daher 

Gq:qg = Qc: QE. 

Es ist aber (§ 173) 

Gq = ÄG= Qc, 
mithin : 

qg = QE. 

[110] § 181. Znsatz. Da Qc die grosse Halbaxe der 
zweiten Ellipse Qh (Fig. 21) ist und der Halbaxe AG gleich 
ist, so erheUt (Fig. 22), dass der Pfeil QE gleich ist dem 
sinus versus des Kreisbogens nq. Es sind daher nicht nur 
die Sehnen der Ellipsen NM und nm (Fig. 22) einander gleich, 
sondern auch die Sehnen der Kreisbogen, die zu ihnen ge- 
hören. 

§ 182. AnmerkuBg. (Fig. 22.) Um dies noch klarer 
auseinanderzusetzen, stellen wir uns vor, dass die Ellipse 
AN MB die orthographische Projection des Kreises AnmB sei, 
der gegen dieselbe geneigt ist und dessen Ebene mit der 
Ebene der Ellipse sich in der Knotenlinie AB schneiden und 
der Cosinus des Neigungswinkels gleich PM : Pm ist. Es wird 
dann die Sehne NM die Projection der Kreissehne nm und 
ebenso wird die elliptische Sehne nEm (Fig. 21) die Projection 
der Sehne desjenigen Kreises, dessen Durchmesser und Schnitt- 
linie die grosse Axe Qb ist und dessen Neigungswinkel durch 
seinen Cosinus = cy:Qc bestimmt ist. Also sind nach dem 
vorigen Zusatz nicht nur die Kreissehnen gleich, sondern auch 
die elliptischen, die die Projectionen von jenen sind. 

§ 183. Lehrsatz 15^ (Fig. 21.) Wird alles wie im Lemma 24 
(§ 173) angenommen^ so können beide Ellipsen Qmb und AQB 
Gometenbahnen sein und beide werden in derselben Zeit durch- 
laufen. 
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[111] Beweis: Es ist nämlich beiden Ellipsen der Brenn- 
punkt F gemeinsam, in welchem nach Gesetz 3 (§ 68) das 
Centrnm der Sonne sein wird, welches nöth wendig mit dem 
Brennpunkte des Kegelschnittes zusammenfallen muss, in dem 
sich ein Comet bewegt. Weil ferner nach Lemma 24 die beiden 
Axen AB und Qb gleich sind, so muss nach § 71 auch die 
Umlaufszeit dieselbe sein. 

§ 184. Lehrsatz 16. (Fig. 21.) Unter denselben Voraus- 
setzungen wie zuvor werden die Bogen nQm und NQM in 
derselben Zeit durchlaufen. 

Beweis: Nach Gesetz 4 (§ 69) verhalten sich die Zeiten 
wie die Flächen, welche der Radiusvector tiberstreicht, dividirt 
durch die Quadratwurzeln aus den Halbparametem; also verhält 
sich die Zeit, in welcher der Bogen NM durchlaufen wird zur 
Zeit, in welcher nQm durchlaufen wird wie 

NQMF nQmF 

y~s ' \s 

Da nun nach § 179 

NQMF nQmF 



-7Z J 



Vs Vs 

so folgt nothwendig die Gleichheit der Zeiten. 

§ 185. Aufgabe 37. (Fig. 21.) Wenn ein Comet in einer 
elU/ptisehm, Bahn einen beliebigen Bogen NQM durcidäuß^ so 
soll man die unendlich vielen anderen EUipsen angeben, in 
welchen er in der nämlichen Zeit Bogen dwrchlaufen würde, 
welche dieselbe Sehne NM haben und bei welchen die Summe 
der äusseren Badienvectoren gleich der Summe der äusseren 
Radienvectoren FN -^ FM ist, 

[112] Erste Lösung. Man halbire die Sehne NM in O 
und ziehe vom Centrum C die Gerade GOQ\, dann wird jede 
Ellipse, die mit der gegebenen isochron ist oder mit ihr gleiche 
ümlaufszeit hat, der Aufgabe genügen, wenn man sie so legt, 
dass sie durch den Punkt Q geht und ihr Brennpunkt mit dem 
Brennpunkte der gegebenen Ellipse zusammenfällt. 

Zweite Lösung. (Fig. 22.) Man betrachte die Ellipse 
äQB als die orthographische Projection des Kreises ÄqB, 
dann wird die Sehne NM die Projection der Sehne nm sein. 
Dann verschiebe man den Bogen nm nach Belieben auf dem 
Kreise ÄqB und suche durch Aenderung der Neigung die 
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projicirte Sehne, welche der gegebenen NM gleich ist. Da- 
durch erhält man zwei Punkte der zu construirenden Ellipse 
und überdies die beiden Scheitel Ä und B. Die construirte 
Ellipse hat man dann so zu legen, dass ihr Brennpunkt mit 
dem Brennpunkte F zusammenfällt. 

§ 186. Anmerknng. Nehmen wir der Kürze halber an, 
nm sei die verschobene Sehne selbst, dann fällen wir nN 
und mM zur Axe normal und verlängern die Sehne nm bis i?, 
wo sie die Axe schneidet. Nun suche man zu /im, Rm und der 
gegebenen Sehne die vierte Proportionale [nm : Rm = NM: x]. 
Mit dieser schneide man aus R m M ein, dann werden N 
und M jene zwei gesuchten Punkte der Ellipse AN MB sein 
und der Bogen NM wird der Aufgabe genügen. 

§ 187. Definition 4. Unter dem -»elliptischen Fall des 
Cometen gegen die Sonnen verstehen wir dessen Bewegwng in 
einer Ellipse^ deren kleine Axe oder Halbparameter gleich Null 
[113] ist oder deren Scheitel mit dem Brennpunkte im Centrum 
der Sonne zusammenfällt. 

§ 188. Zusatz 1. Weil die grosse Axe der Ellipse endlich 
ist, so ist vom elliptischen Fall der Anfang gegeben und der 
Comet, der auf diese Weise in die Sonne fällt, beginnt seine 
Bewegung vom Zustande der Kühe aus und durchmisst dann 
die ganze grosse Axe. 

§ 189. Znsatz 2. Weil ferner die Umlaufszeit eines in 
einer Ellipse wandelnden Cometen nur von der Länge seiner 
grossen Axe abhängt (§71), so erhellt, dass wenn diese ge- 
geben ist, damit zugleich die Zeit bekannt ist, in welcher der 
Comet vom Zustande der Kühe ausgehend in die Sonne fällt. 

§ 190. Aufgabe 38. Gegeben ist die Entfernung von der 
Sonne in dem Moment, wo der Comet sich in Ruhe befindet', 
man soll die Zeit finden, in welcher er zur Sonne gelangt. 

Lösung: Es sei D jene Distanz; dann wird dies die Länge 
der grossen Axe einer Ellipse sein, deren Umlaufszeit doppelt 
so gi'oss ist als die gesuchte Zeit. Da nun die Umlaufszeit 
nach § 71 gleich 

- (i-D)^ 
m ^ 

ist, so wird die Zeit des elliptischen Falles in die Sonne gleich 



7t D^ 



m 



4V2 
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[114] § 191. Zusatz. Da die Zeit des parabolischen 
FaUes nach § 103 gleich 



1 D^ 



m 3}/2 

ist, so verhält sich die parabolische zur elliptischen Zeit wie 
4 zu 3 TT oder nahe wie 14 zu 33 oder 73 zu 172. 

§ 192. Anmerkung. Wenn wir für D die mittleren 
Distanzen der Planeten annehmen, so wird die Zeit ihres 
elliptischen Falles in die Sonne: 



t> 


1902.60 Tage 


21- 


764.38 » 


cT 


121.42 » 


5 


64.57 » 


2 


39.70 » 


S 


15.55 » 



§ 193. Aufgabe 39. (Fig. 12.) Man ermittle die Oe- 
schiüindigkeit eines in einer Ellipse sich bewegenden Gometen. 

Lösung: Es sei -4 Jf ein elliptischer Bogen, Ä der Scheitel, 

ÄF = f seine Distanz vom 
Brennpunkte oder vom Cen- 
trum der Sonne; die grosse 
Axe sei a, die Strecke 
FM=Zj der Bogen MN 
unendlich klein, MP ein 
um die Sonne concentrischer 
Kreisbogen. Die Zeit, in 
welcher MN durchlaufen 
wird, sei T und die, in 
welcher MP durchlaufen 
[llö] wird, sei t Da der 
Halbparameter der Ellipse 

2{af-n 
a 




Fig. 12. 



ist, so wird nach Gesetz 4 (§69) 
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_ MFN Vä 



t = 



MFP 



mVz 



Nennen wir die Geschwindigkeiten in MN = C nnd in MP == c, 
so wird 

MP 



t 
nnd daher 






_ m'MN'V2(af—f^) , MP - ^nV 

' ^ ~ MFN . Vä ' ^^^ 

oder 

G:c = MNV2[af'-f) : MPVzä . 
Es ist aber 

^=.rnMNP='-^^ (§173), 
also nach durchgeführter Substitution: 



C:c = y2{az^z*):yxa. 
Nun ist nach § 75 die Geschwindigkeit auf dem Kreise: 

2m 



z 



also wird 



2mV2{aZ'-z^) 
= — . 

zVa 



Dies ist die Strecke, welche in der Richtung der Tangente 
in einem mittleren Sonnentage durchlaufen wird. 

§ 194. Znsatz. Da die eben ermittelte Formel nur die 

grosse Axe und die Distanz FM enthält, so ist klar, dass die 

[116] Geschwindigkeit von der Lage des Brennpunktes in der 
grossen Axe unabhängig ist. 
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§ 195. Lehrsatz 16*. Wenn die ümlaufsxeiten zweier oder 
mehrerer in Ellipsen wandelnder Cometen gleich sind, so ist die Oe- 
schwindigkeit derselben in derselben Distanz von der Sonne gleich. 

Beweis: Wenn nämlich die Umlanfszeiten gleich sind, so 
sind auch die grossen Axen gleich (§71); da nun die Ge- 
schwindigkeit in der elliptischen Bewegung allgemein gleich 

2V2 mV az-- z^ 



G = 



z 



Va 




ist, und die grossen Axen und die Distanzen bei allen die- 
selben sind, so sind es auch die Geschwindigkeiten. 

§ 196. Lehrsatz 17. (Fig. 23.) Wenn ein in emer Ellipse 
ivandelnder Comet den beliebigen Bogen NM durchläuft und 

man halMrt die Sehne 
NM in G, zidit au^ 
dem Centrum G den 
Halbmesser GGQ und 
aus dem Brennpunkte 
F eine der grossen Axe 
AB gleiche Gerade Fb; 
macht ferrwr auf dieser 
letzterem Fg = ^ {FN 

Fig. 23. + ^^) ^^ gn — gm 

= GN^ so unrd, wenn 
der Gomet im Punkte b von der Ruhe ausgehend gegen die Sonne 
fallt j die Zeit^ in welcher er den Abschnitt 7nn durchmisst^ gleich 
der Zeit^ in welcher er den Bogen NM zurücklegt. 

Beweis: Die Gerade Fb kann als eine Ellipse betrachtet 
werden, deren Scheitel mit dem Brennpunkte in F zusammen- 
[117] fällt; wegen Fb = AB wird die Zeit, in welcher er 
dieselbe durchläuft, gleich der Umlaufszeit der Ellipse AQB 
(§ 71). Femer ist die Summe der Radien vectoren Fn-^-Fm 
= FN-^ FM und die durchlaufene Sehne nm = NM\ nach 
Aufgabe 37 (§ 185) werden also beide Sehnen in derselben 
Zeit durchlaufen. 

§ 197. Zasatz. Es kann daher die Zeit, in welcher ein 
beliebiger elliptischer Bogen durchlaufen wird, durch den 
»elliptischen Fall des Cometen in die Sonne« bestimmt werden. 

§ 198. Definition 5. Die Scala der elliptischen Geschunndig- 
keiten ist eine geradlinige Theilung, auf welcher für jede beliebige 
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Distanz von der Sonne die Geschwindigkeit eines in elliptischer 
Bahn sich bewegenden Cometen entnommen werden kann. 

§ 199. Zusatz. Da die elliptische Geschwindigkeit von 
der grossen Axe abhängt, so ist die Folge, dass die Scala 
dieselbe bleibt, wenn die grosse Axe festgehalten wird; für 
jede andere grosse Axe aber mnss die Scala geändert werden. 

§ 200. Lehrsatz 18. (Fig. 13.) Bezeichnet F das Gentrvm 
der Sonne^ in welches der Comet vom Zicstand der Ruhe in Ä 
ausgehend fallt und unrd zu jed&m beliebigen Punkte M die Zeit 
hinzugeschrieben y welche der Gom^et entweder von A najch M 
oder von M nach F braucht^ so stellt die auf diese Weise getheüte 
Gerade AF die Scala der Geschunndigkeiten dar für alle Ellipsen^ 
deren grosse Axe gleich AF ist 

[118] Beweis: Es wird nämlich dadurch die Zeit gegeben, 
in welcher die kleine Strecke Mm durchfallen wird. Theilt 
man aber diese Strecke durch die Zeit, so hat man die Ge- 
schwindigkeit in M. Da jede grosse Axe eine andere Scala 
der Geschwindigkeiten erfordert (§ 199) und da die Gerade AF 
eine Ellipse vorstellt, deren Brennpunkt und Scheitel F und 
deren grosse Axe AF ist (§ 197), so kann die Scala nur für 
Ellipsen dienen, deren grosse Axe = AF ist. 

§ 201. Lehrsatz 19. (Fig. 24.) Sei A das Gentrum der 
Sonne umd der Comet falle von der Ruhe in B ausgehend 
nach A\ man beschreibe femer Ober AB als Durchmesser einen 
Halbkreis j nehme die beliebige Absdsse AP, die zugehörige Ordi- 
nate PM u/nd ziehe AM, dann ver- 
hält sich die Zeit des ganzen Falles 
durch BA zur Zeit des Falles durch 
BPy wie die Fläche des Halbkreises 
AMB zur Fläche des Segmentes 
AMB. ^ ^ P 

Erster Beweis: Die Gerade „. ^. 

AB ist nämlich eine Ellipse ohne ^^' 

Breite und die Flächen, welche der Radiusvector überstreicht 
und welchen nach dem bekanntesten Satz der Astronomie die 
Zeiten gleich sind, werden daher bequemer und wohl noth- 
wendig durch die Flächen des Halbkreises über AB ersetzt. 
Es ist aber der Brennpunkt in A und AM tritt an Stelle des 
Radius vectors; die Zeiten werden sich daher verhalten wie die 
Flächen, die er überstreicht. Daher verhält sich die Zeit des 
ganzen Falles zur Zeit des Falles durch jBP, wie die Fläche 
des Halbkreises zur Fläche des Sectors MAB, 

Ostwald's Klassiker. 133. 7 




98 



J. H. Lambert. 



[119] Zweiter Beweis: Es sei ÄB:=a^ AP = Zj 
Pp =z — dx und die Zeit, in der Pp durchfallen wird, dT\ 

dann ist die Geschwindigkeit in P gleich — — • Wir sahen aber, 
dass diese ist: (§ 193) 

dz 

—18 oder 



— ;j 



—8 



§ 



■IS 

... £ 






dz 



2V2 mVaz 






oder 



2V2mdT 
2y2m 



ZOLZ 



Vaz — z^ 
d'. 



i2 K^m r zdz 

Va J Vaz — «* 



azdz 
Es ist aber — ^=== 

A:\az — z^ 
sector AmM und daher 



gleich dem Elementar- 



2 MAB 2n'MAB 



m 



V2a 



V2a 



§203. 
Fh = AB 



§ 202. Anmerkung 1. Diese Formel giebt 
die Zeit in mittleren Sonnentagen; dieselbe hängt, 
wie man sieht, von der Länge der grossen 
Axe AB ab. Wenn man aber allgemein die 
Umlaufszeit einer Ellipse in 100 gleiche Theile 
theilt und die grosse Axe in 10000, so kann 
man eine Tafel des elliptischen Falles berechnen, 
(siehe Tafel II am Schluss), deren Gebrauch all- 
gemeiner ist. Diese Tafel kann man nach Lehr- 
[120] satz 18 (§ 200) auch benutzen, um Scalen 
elliptischer Geschwin^gkeiten zu construiren. Eine 
solche stellt Fig. 25 vor. Die eingeschriebenen 
Zahlen sind die Zeiten, in welchen der Comet 
im elliptischen Falle von einem beliebigen ge- 
gebenen Orte aus in die Sonne gelangt, wenn 
der Fall in B seinen Anfang nimmt und die ganze 
Zeit in 50 gleiche Theile getheilt wird. 

Anmerkung 2. (Fig. 23 Seite 96.) Wenn die Gerade 
(§ 196) auf diese Weise getheilt wird, dann wird 
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die Differenz der den Punkten n und m beigeschriebenen Zeiten 
die Zeit sein, in welcher die Strecke nm und daher auch der 
Bogen NM durchlaufen wird. Der Gebrauch der elliptischen 
Scala ist also derselbe wie der der parabolischen, den wir 
oben auseinandersetzten. Sobald die grosse Axe gegeben ist, 
ist auch die Scala der Geschwindigkeiten gegeben und es 
genügt dann die Länge der Sehne des durchlaufenen Bogens 
und die Summe der äusseren Kadienvectoren FN-^- FM^ um 
die Zeit zu bestimmen. 

§ 204. Aufgabe 40. (Fig. 21, Seite 86.) Gegeben ist die 
Länge der grossen Axe, die Lage des Brennpunktes und die Lage 
der beiden Punkte N und M; man soll die Ellipse construiren, 

Lösung: Man ziehe die beiden RadieuTCctor^n FM und 
FN von der grossen- Axe ab, dann sind die Differenzen oder 
Beste nach der Natur der Ellipse gleich den Abständen der 
Punkte M und N vom anderen Brennpunkte /*; da die Punkte 
aber ihrer Lage nach gegeben sind, so kann auch der Brenn- 
punkt f ohne Schwierigkeit gefunden werden. Dann wird die 
[121] Gerade Ff in C halbirt und die halbe Länge der grossen 
Axe von C aus nach A und B abgetragen; dann ist AB 
Lage und Länge der grossen Axe. Die übrige Constrnction 
kann dann sehr leicht erledigt werden. 

§ 205. Anmerkung. Es ist klar, dass die Bestimmung 
von f zweideutig ist, dass daher anderweitig festgesetzt werden 
muss, welche von beiden zu wählen ist. 

§ 206. Lehrsatz 20. (Fig. 15.) Wenn ein Comety dessen 
UnUaufszeit bekannt ist, von der Erde aus in beiden Knoten 
beobachtet wird^ so ist hierdurch die Lage und Länge der 
Knotenlinie und die Lage der grossen Axe und Überhaupt die 
ganze Bahn bestimmt^ nur die Neigung der Bahnebene bleibt 
unbestimmt 

Beweis: Sei NAN' ein Theil der Ellipse, F ihr Brenn- 
punkt oder das Centrum der Sonne, EE' die Bahn der Erde 
und zugleich ihre Oerter zur Zeit der beiden Beobachtungen. 
Die Lagen der Geraden EN und E'N' sind durch die geo- 
centrischen Längen gegeben und NFN' ist die Knotenlinie. 
Da nun die Umlaufszeit und damit die grosse Axe gegeben 
ist, so kann die Scala der Geschwindigkeiten construirt werden. 
Auf dieser zähle man von der Sonne aus die Zeit ab, die 
zwischen der ersten und zweiten Beobachtung liegt und nehme 
die entsprechende Distanz, so wird dies die Länge NN' der 

7* 
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Knotenlinie sein. Da diese nothwendig durch F geht und 
zwischen die Geraden NE und N'E' fallen muss, so kann 
sie nun gezogen werden. Es sind also jetzt die beiden Punkte 
[122] N und N' und der Brennpunkt F gegeben, so dass die 
Construction der Bahn nach Aufgabe 40 (§ 204) ausgeführt 
werden kann. Da die Punkte N und N' in der Ebene der 
Ekliptik liegen, so kann die Neigung der Bahn aus diesen 
Angaben allein nicht gefunden werden. 




Fig. 15. 



§ 207. Anmerkung. Es ist noch zu bemerken, dass die 
Lösung achtfach ist. Es kann nämlich zunächst die Strecke 
NN' auf vierfache Weise zwischen die Geraden NE und N'E' 
gelegt werden, so dass sie durch F hindurchgeht. Sodann 
lässt jede Lage der Geraden NN' noch eine zweifache Lage 
der Bahn zu (§ 205), woraus also eine achtfache Lösung 
resultirt. Es ist jedoch nicht schwer, sie auf eine zweifache 
zurückzuführen. Wenn nämlich auch die Strecke NN' auf 
vierfache Weise gelegt werden kann, so geht sie doch nur in 
zwei Fällen selbst durch jP, wie es sein muss, weil das Centrum 
der Sonne nothwendig zwischen den beiden Knoten N und N' 
liegt. In den beiden übrigen Fällen fällt F ausserhalb der 
Knoten und diese sind daher auszuschliessen. Sodann macht 
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die doppelte Lage der Bahn (§ 205) hier keinerlei Schwierigkeit, 
weil ja mit Zuhilfenahme einer dritten Beobachtung die rich- 
tige Lage der Bahn zugleich mit dem Neigungswinkel be- 
stimmt wird. 

§ 208. Lehrsatz 2L Wenn die Umlaufszeit emes Gameten 
bekannt ist und ausserdem drei geocentrische Oerter mit den 
Beobachtungsxeiten^ so kann dadurch die Grösse und Lage der 
Bahn bestimmt werden. 

[123] Beweis: Durch die Umlaufszeit ist nämlich die 
grosse Axe und damit die Scala der Geschwindigkeiten ge- 
geben (§ 71, 200 flf.). Da der Gebrauch derselben genau der- 
selbe ist, wie der der parabolischen Scala, so kann die Con- 
struction der Bahn ebenso absolvirt werden, wie bei der 
Parabel, die wir in der zweiten Lösung der Aufgabe 31 (§155) 
gegeben haben. Es wird nämlich zuerst der wahre Ort zweier 
Oometenpositionen bestimmt und dann mit Hülfe der dritten 
Beobachtung die Bahn nach Aufgabe 40 (§ 204) construirt. 

§ 209. Anmerkung. Ich übersehe nicht, dass die Umlaufs- 
zeit, welche in diesem Satze als gegeben angenommen wurde, 
eigentlich fehlen könnte, da doch drei geocentrische Cometen- 
örter genügen müssen. Damit es nun nicht scheine, als ob 
ich ohne Grund die Zahl der Daten vermehrt hätte, will ich 
folgendes bemerken. Zunächst steht fest, dass es eine allge- 
meine Eigenschaft der Cometenbahnen ist, dass der Bogen, 
welcher während der Sichtbarkeitsdauer durchlaufen wird, nur 
ein kleiner Theil der ganzen Ellipse ist. Daher kann man 
von den sechs Bahnelementen (§ 141, 142) die giosse Axe 
aus sich so nahe liegenden Oertern nicht mit Sicherheit ableiten, 
da auch der kleinste kaum vermeidliche Beobachtungsfehler 
einen sehr merklichen Unterschied erzeugen würde. Man muss 
hier auch der Aberration des Lichtes gedenken, welche die 
Beobachtungen mehr oder weniger unsicher macht und deren 
Effect man nicht berücksichtigen kann, wenn die Cometenbahn 
[124] nicht schon nahe bekannt ist. Wenn aber die Bahn 
schon nahe bekannt ist, so trifft es sich zuweilen, dass aus 
den übrigen Bahnelementen erkannt wird, dass der Comet 
bereits iii früheren Zeiten beobachtet worden ist, und daraus 
kann dann die Umlaufszeit geschlossen werden, zumal wenn 
er schon mehrere Male beobachtet worden ist. Ist aber die 
Umlaufszeit gegeben, so wird dadurch die Bahnbestimmung in 
allen Fällen sehr erleichtert, weil man nun die Scala der 
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Geschwindigkeiten gebrauchen oder sich eine Tafel des ellip- 
tischen Falles berechnen kann, wenn man die Sache genauer 
durch Rechnung erledigen will. Ist die Umlaufszeit gefunden, 
so hat man noch dasselbe zu beachten, was wir schon bei der 
Parabel angemerkt haben (§ 170, 171). 

§ 210. Aufgabe 41. (Fig. 23.) Es sei die grosse Axe AB, 
die Summe der Badienvectoren FN + FM und die Sehne MN 
gegeben'^ 7mm soll die Zeit finden, in welcher der Bogen NM 
durchlaufen wird. 

Lösung: Ist alles wie in Lehrsatz 17 (§ 196), so wird 
der Comet, von b nach F fallend den Abschnitt mn in der- 
selben Zeit zurücklegen, in welcher der Bogen NQM durch- 
laufen wird, und es ist: 




FN+FM+NM 

Fm = ■ — - — ■ 

2 

FN^FM—NM 
Fn = . 

[125] Wird gesetzt: 

Fh = AB = a 

Fm = z 
Fn=C 

und sind t und x die Zeiten, in welchen Fm und Fn durch- 
fallen werden, so dass t — x = T die gesuchte Zeit ist, so 
hat man (§ 201): 



2mt r zdz 
'a *^ Vax — z*^ 

2mr _ P LdL 

ä ^J VaC — C 
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Entwickelt man in Reihen nnd integrirt^ so kommt: 
,- . 1 « ^^ 1-3 ^xi 1-3'b ,z^ 

- 3 1 r^ 1.3 n 1.3-5 r^ 



2 * a ' 2.4 ^ a* ' 2.4.6 ^a* 



nnd daher 



3V2^ ^'^10aV2^ ' 5Ga*V2^ '' 

hfl ^ 

144ft'V2 

[126] § 211. Zusatz 1. Wenn die grosse Axe unendlich 
gross ist, die Ellipse also in eine Parabel übergeht, dann erhält 
man kurz 

3V2 

wie schon früher bei der dritten Lösung der Aufgabe 15 (§ 83). 

§ 212. Zusatz 2. Es ist jetzt auch ersichtlich, was man 
der Zeit, die nach der Hypothese der Parabel berechnet ist, 
hinzufügen muss , um die Zeit . zu erhalten , in welcher der 
elliptische Bogen durchlaufen wird. Der erste Term der er- 
haltenen Reihe ist nämlich von der Axe der Ellipse unabhängig 
und dient, allein gebraucht, für die Parabel. 

§ 213. Zusatz 3. Ist FB die Axe der Hyperbel, so wird 
die Zeit des hyperbolischen Falles der Cometen von m nach 
F nach § 210 

2V2r 2*a^2.4*a* 2 • 4 • 6 ^ a^ ^ / 

Hieraus kann leicht die Scala der hyperbolischen Geschwindig- 
keiten construirt werden, ähnlich wie bei der Ellipse und 
Parabel. 

[127] § 214. Lehrsatz 22. (Fig. 26.) Wird um die 
gi'osse Axe der Ellipse AB der Halbkreis AqB geschlag&ny die 
Sehne NM parallel zur Axe AB gezogen ^ und die Ordinaten 
PNuj RMm errichtet^ so werden^ wenn für die Ellipse die 
Sonne im Brennpunkte Fj für den Kreis aber im Centrum G sich 
befindet^ die Bogen NQM und nqm in derselben Zeit durchlaufen. 
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Beweis: Errichtet man im Centrum C die Normale CQq^ 
so halbirt diese die beiden Sehnen NM und nm\ zieht man 
daher FQ^ so wird QE z= qg (§ 180) und die nach den An- 
gaben von Lemma 24 (§ 173) durch Q gelegte Ellipse geht in 
diesem Falle wegen FQ = AG in einen Kreis vQii über, 
der gleich ist dem Kreise ÄqB, Zieht man daher vEiJ. normal 
zu FQ, so wird der Bogen vQf^i in derselben Zeit durch- 
laufen wie der Bogen NQM (§ 183). Wegen FQ == Cq und 
QE=qg ist aber der Bogen nqm gleich vQ/x und die 
Sehne nm gleich vfii. Wenn man daher das Centrum der 
Sonne für den Kreis ÄqB nach C versetzt, so wird der 
Bogen nqm in derselben Zeit durchlaufen, wie der elliptische 
Bogen NQM. 

. § 215. Zusatz 1. Wenn also die Zeit gegeben ist, in 
welcher der Comet von Ä nach N gelangt, so ist es nicht 
schwierig die Zeit zu finden, in welcher er von Ä nach M 
gelangt und umgekehrt. Es ist nämlich nur die Zeit zu ad- 
diren oder zu subtrahiren, in welcher der Kreisbogen nm 
durchlaufen wird. Deren Berechnung aber ist sehr leicht, 
denn dieselbe verhält sich zur Umlaufszeit des Cometen, wie 
der Bogen nqm zur Peripherie des ganzen Kreises AqB. 

[128] § 216. Zusatz 2. (Fig. 26.) Da unser Theorem 
von der Lage des Brennpunktes F unabhängig ist, so durch- 
läuft der Comet, wenn 
9 das Centrum der Sonne 

nach Ä versetzt wird, so 
dass AF=0 ist, von B 
nach Ä und wenn er mit 
elliptischer Geschwin- 
digkeit sich bewegt, die 
Strecke -RP in dersel- 
ben Zeit, in welcher 
der Kreisbogen nqm 
durchlaufen wird. Und 
so kann wieder, wenn 
die Zeit gegeben ist, in welcher er von B nach R fällt, sehr 
leicht die Zeit ermittelt werden, in welcher er von B nach P 
fällt, oder auch, wenn die Zeit gegeben ist, in welcher er von 
P nach Ä gelangt, jene, die er von R nach A gebraucht. 

§ 217. Lehrsatz 23. (Fig. 21.) Wemi die grosse Axe 
gegeben ist, so kann die Bewegimg eines Cometen über einen 




Fig. 26. 
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beliebigen Bogen NM ersetzt werden duröh die Bewegung in 
einer andern Ellipse nQm von gleicher Umlaufszeit ^ und zwar 
sOj dass er in dieser letzteren in derselben Zeit die Bogen nQ 
und mQ durchläuft^ welche auf beiden Seiten des Scheitels Q 
gleich gross sind. 

Beweis: Man halbire die Sehne NM in G^ nehme die 

FN + FM 



und constraire 



halbe Summe der Radienvectoren 

das rechtwinklige Dreieck FEm, so dass 

FN+FM 
Fm = -z 



Em = \NM 

wird. Nimmt man dann die Dififerenz zwischen Fm und der 
Axe AB und schneidet mit derselben von m aus auf EF in cp 
ein, so ist damit der zweite Brennpunkt der gesuchten Ellipse 
gefunden. Wird daher cpF in c halbirt und cQ = cb = AG 
gemacht, so wird Qb die grosse Axe. Mit ihr und dem Brenn- 
punkte F kann die Ellipse construirt werden und es ist dann 
mQn der gesuchte Bogen (§ 183). 
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Tafel I. Zur Berechnung des parabolischen Falles 

in die Sonne. (§ 115.) 



Zeit 


Dist. O 


Zeit 


Dist. O 


0^ 0^ 


0.00000 


4d Qh 


0.27722 


3 


02750 


6 


28866 


6 


04366 


12 


29987 


9 


05721 


18 


31088 


12 


0.06930 


5 


0.32169 


15 


08042 


6 


33233 


18 


09082 


12 


34279 


21 


10064 


18 


35311 


1 Ö 


0.11002 


6 


0.36327 


3 


11900 


6 


37326 


6 


12766 


12 


38318 


9 


13604 


18 


39294 


1 12 


0.14416 


7 


0.40258 


15 


15206 


6 


41211 


18 


15976 


12 


42153 


21 


16728 


18 


43085 


2 


0.17464 


8 


0.44006 


3 


18184 


6 


44919 


6 


18891 


12 


45822 


9 


19584 


18 


46712 


2 12 


0.20265 


9 


0.47601 


15 


20935 


6 


48479 


18 


21595 


12 


49348 


21 


22244 


18 


50211 


3 


0.22884 


10 


0.51065 


3 


23516 


12 


52753 


6 


24139 


11 


54415 


9 


24754 


12 


56052 


3 12 


0.25360 


12 


0.57665 


15 


25961 


12 


59256 


18 


26055 


13 


60826 


21 


27142 


14 


63906 


4 


0.27722 


15 


0.66914 
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Zeit 


Dist. O 


Zeit 


Dist. O 


Zeit 

75*1 


Dist. O 


15<i 


0.66914 


45^ 


1.39188 


1.95659 


16 


69856 


46 


41243 


76 


97394 


17 


72737 


47 


43282 


77 


1.99122 


18 


75563 


48 


45307 


78 


2.00843 


19 


78336 


49 


47318 


79 


02555 


20 


0.81061 


50 


1.49315 


80 


2.04261 


21 


83741 


51 


51300 


81 • 


05960 


22 


86379 


52 


53272 


82 


07651 


23 


88977 


53 


55230 


83 


09336 


24 


91538 


54 


57176 


84 


11014 


25 


0.94063 


55 


1.59111 


85 


2.12685 


26 


96555 


56 


61034 


86 


14350 


27 


0.99015 


57 


62945 


87 


16009 


28 


1.01442 


58 


64845 


88 


17661 


29 


03846 


59 


66735 


89 


.19307 


30 


1.06220 


60 


1.68614 


90 


2.20946 


31 


08567 


61 


70482 


91 


22580 


32 


10890 


62 


72340 


92 


24208 


33 


13188 


63 


74188 


93 


25829 


34 


15463 


64 


76026 


94 


27445 


35 


1.17717 


65 


1.77855 


95 


2.29056 


36 


19948 


66 


79675 


96 


30660 


37 


22159 


67 


81485 


97 


32260 


38 


24351 


68 


83287 


98 


33853 


39 


26523 


69 


85080 


99 


35441 


40 


1.28676 


70 


1.86863 


100 


2.37024 


41 


30812 


71 


88639 






42 


32931 


72 


90406 






43 


35032 


73 


92165 






44 


37118 


74 


93916 






45 


1.39188 


75 


1.95659 




• 
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Tafel II. Zur Berechnung des elliptischen Falles. (§ 202.) 



Zeit 


Dist. 


Zeit 
17 


Dist. 
7008 


Zeit 


Dist. 








34 


9355 


1 


1270 


18 


7209 


35 


9434 


2 


1984 


19 


7399 


36 


9508 


3 


2562 


20 


7580 


37 


9577 


4 


3062 


21 


7753 


38 


9642 


5 


3513 


22 


7918 


39 


9699 


6 


3921 


23 


8075 


40 


9751 


7 


4298 


24 


8226 


41 


9799 


8 


4647 


25 


8368 


42 


9842 


9 


4973 


26 


8503 


43 


9880 


10 


5279 


27 


8631 


44 


9912 


11 


5567 


28 


8753 


45 


9939 


12 


5840 


29 


8869 


46 


9961 


13 


' 6100 


30 


8978 


47 


9978 


14 


6343 


31 


9081 


48 


9990 


15 


6575 


32 


9178 


49 


9998 


16 


6797 


33 


9269 


50 


10000 


17 


7008 


34 


9355 







%•■ %#^ %#■ %•■ %<r %f %f %y %f -i^ %#■ 

«>S> cA^ 4A,i> cA,> cAj «<A^ cA^ cA«» cAj iiAj cA^ 



n. 

Bemerkungen 
fiber die scheinbare Bahn der Cometen. 

(Observations sar l'orbite apparente des Oometes, 
Noaveaux M^moires de rAcad^mie de Berlin Ann^e 1771.) 

[352] § 1. Die Asti-onomen haben bis jetzt mehr Gewicht 
daranf gelegt, die wahren Bahnen der Cometen zn ermitteln, 
als die Erscheinungen zn bestimmen, welche man daraus für 
ihre scheinbaren Bahnen ableiten kann. Man kann zwar, wenn 
die wahre Bahn bekannt ist, daraus die scheinbare Bewegung 
sehr leicht ableiten, ja sogar voraussagen, aber man macht 
dies immer nur für bestimmte Fälle und eine allgemeine 
Theorie ist daher nicht ausgebildet worden. Man begnügt 
sich zu wissen, dass drei Beobachtungen zur Berechnung der 
wahren Bahn nöthig sind, und man hat dafür mehrere Me- 
thoden vorgeschlagen, welche alle schliesslich auf Versuche 
und Annäherungen hinauslaufen. Das ist eine lange Arbeit 
und daher verdient Alles Aufmerksamkeit, was sie abkürzen 
kann. In dieser Absicht möchte ich eine allgemeine Theorie 
der scheinbaren Bahnen vorschlagen und um nicht blos beim 
Vorschlag zu bleiben, gebe ich hier eine Probe, aus der man 
wohl ersehen wird, dass es sich lohnt über diese Sache nach- 
zudenken. 

§ 2. Wenn die Erde und der Comet sich in geraden 
Linien mit gleichförmiger Geschwindigkeit bewegen würden, 
so wäre die scheinbare Bahn des Cometen eine sehr einfache 
und man brauchte keine Theorie ; denn er würde einen grössten 
Kreis der Sphäre beschreiben. Zwei Beobachtungen würden 
genügen, um die Lage dieses grössten Kreises zu bestimmen 
und eine dritte wäre nöthig, um die Ungleichförmigkeit der 
scheinbaren Geschwindigkeit zu ermitteln und damit die ganze 
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scheinbare Bewegung des Cometen. Aber so liegt die Sache 
in Wirklichkeit nicht. Sehr selten liegen mehr als drei Punkte 
[353] der scheinbaren Bahn genau in einem grössten Kreise; 
also können weder die Erde noch der Comet sich in gerader 
Linie und mit gleichmässiger Geschwindigkeit bewegen. 

§ 3. Wenn ein Comet sich genau in der Ebene der Ekliptik 
bewegen würde, so f^de seine scheinbare Bewegung ebenfalls 
in der Ekliptik, also in einem grössten Kreise statt. Aber 
dieser Fall tritt nicht ein; wenigstens sind bis jetzt alle 
Cometen ober- oder unterhalb der Ekliptik gesehen worden 
oder sie haben dieselbe nur in einem Punkte geschnitten. 
Man weiss sogar, dass die meisten Cometenbahnen sehr starke 
Neigung haben. Wir können also auch von dem Falle ab- 
sehen, wo der Comet sich in der Ebene der Erdbahn bewegt. 

§ 4. Wenn wir nun auch die scheinbare Bewegung der 
Cometen in grössten Kreisen nicht zulassen können, so werden 
uns diese doch von Nutzen sein, indem sie uns als Vergleichs- 
mittel dienen. Betrachten wir die scheinbare Bahn eines 
Cometen, nehmen darauf zwei Punkte und legen durch sie 
einen grössten Kreis. Ich behaupte, wenn die xvnschenlieg&nr- 
den Ptmkte der scJieinbaren Bahn auf derselben Seite liegen, 
wie die xugehörigen Oerter der Sonne ^ dann ist der Comet 
weiter von der Sonne entfernt als die Erde und im entgegen- 
gesetzten Falle ist er näher. 

§ 5. Da ich hier vorläufig dieses Theorem nur anführe, 
um den Nutzen der scheinbaren Bahn erkennen zu lassen, so 
habe ich die näheren Bestimmungen nicht ausgesprochen. 
Denn es ist nicht gleichgültig, wie die Punkte Äy B, C ge- 
nommen werden; im Gegentheil, es ist angemessen, eine Wahl 
zu treffen. Aber all' das wird sich besser durch die Analyse 
zeigen, die mich auf dieses Theorem geführt hat und die ich 
jetzt auseinandersetzen will, zuerst im Allgemeinen und dann 
im Besonderen. 

§ 6. (Fig. 27.) Sei Ä das Centrum der Sonne, MN ein 
Theil der Cometenbahn, Q ein zwischenliegender Punkt, der 
ungefähr in der Mitte liegt. Zieht man die Sehne MN und 
die Radienvectoren SM, SQ, SN, so behaupte ich erstens, 
dass die Zeiten, die der Comet braucht, um die Bogen MQ 
und QN zu durchlaufen, sehr nahe im Verhältniss der Stücke 
Mq und qN der Sehne MN stehen. Denn die Zeiten verhalten 
sich wie die Flächen der Sectoren MSQ Mui SQN und daher 
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[354] nahe wie die Dreiecke SMQ und SQN, Da nun diese 
Dreiecke die Grundlinie SQ gemeinsam haben, nnd ihre Höhen 
sich wie Mq zu qN yerhalten, so folgt, dass ihre Flächen sich 
wie die Strecken Mq und qN ver- 
halten, und folglich verhalten sich 
die Zeiten, die der Comet . braucht, 
um die Bogen MQ und QN zu 
durchlaufen^ ebenfalls sehr nahe wie 
diese Strecken Mq und qN Ich 
bemerke noch, dass man beweisen 
kann, dass es immer einen Punkt Q 
giebt, für den dieser Satz streng 
richtig ist. Aber im Allgemeinen 
genügt es, den Winkel MSN hin- 
länglich klein zu nehmen, um den 
Unterschied unmerklich werden zu 
lassen. 

§ 7. Zweitens setzen wir vor- 
aus, dass für jede Cometenbahn die 
Zeit, um den Bogen MN zu durch- 
laufen dieselbe sei und dass sie so 
klein sei, dass der Winkel MSN 
15 bis 20 Grad nicht überschreitet. Wenn dann der Punkt Q 
ungefähr in der Mitte des Bogens MN liegt, so dass der Pfeil 
Qq wenig oder gar nicht sich von seinem Maximum unter- 
scheidet, so behaupte ich, dass Qq sehr nahe umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat von SQ sein wird. Denn da die 
Krümmung des Bogens MQ eine Wirkung der Gravitation ist, 
kann man den Pfeil Qq als Wirkung des Falles des Cometen 
gegen die Sonne betrachten. Es wird also Qq, wenigstens 
genähei-t, proportional dem Quadrat der Zeit und umgekehrt 
proportional dem Quadrat der Distanz SQ sein. Nun ist die 
Zeit als constant oder gleich für alle Fälle vorausgesetzt; also 
Ist Qq einfach und sehr nahe umgekehrt proportional dem 
Quadrat von SQ, In Bezug hierauf bemerke ich noch, dass 
es Punkte Q giebt, wo das Theorem streng gilt. Aber da 
man diese Punkte nicht immer auswählen kann, halte ich an 
dem »nahezu« fest, das um so mehr der Wahrheit nahe 
kommen wird, je weniger spitz der Winkel MqS und je 
kleiner der Winkel MSN ist. 

§ 8. (Fig. 28.) Sei jetzt S das Centrum der Sonne, ÄC die 
Bahn der Erde, MN die Bahn des Cometen, so zwar dass 



Fig. 27. 
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scheinbare Bewegung des Cometen. Aber so liegt die Sache 
in Wirklichkeit nicht. Sehr selten liegen mehr als drei Pnnkte 
[353] der scheinbaren Bahn genau in einem grössten Kreise; 
also können weder die Erde noch der Comet sich in gerader 
Linie und mit gleichmässiger Geschwindigkeit bewegen. 

§ 3. Wenn ein Comet sich genau in der Ebene der Ekliptik 
bewegen würde, so f^de seine scheinbare Bewegung ebenfalls 
in der Ekliptik, also in einem grössten Kreise statt. Aber 
dieser Fall tritt nicht ein; wenigstens sind bis jetzt alle 
Cometen ober- oder unterhalb der Ekliptik gesehen worden 
oder sie haben dieselbe nur in einem Punkte geschnitten. 
Man weiss sogar, dass die meisten Cometenbahnen sehr starke 
Neigung haben. Wir können also auch von dem Falle ab- 
sehen, wo der Comet sich in der Ebene der Erdbahn bewegt. 

§ 4. Wenn wir nun auch die scheinbare Bewegung der 
Cometen in grössten Kreisen nicht zulassen können, so werden 
uns diese doch von Nutzen sein, indem sie uns als Vergleichs- 
mittel dienen. Betrachten wir die scheinbare Bahn eines 
Cometen, nehmen darauf zwei Punkte und legen durch sie 
einen grössten Kreis. Ich behaupte, w&mn die zudschenliegen- 
den Pwnkte der scheinbaren Bahn auf derselben Seite liegen^ 
wie die xugehörigen Oerter der Sonne ^ dann ist der Cortiet 
weiter von der Sonne entfernt als die Erde und im entgegen- 
gesetzten Falle ist er näher. 

§ 5. Da ich hier vorläufig dieses Theorem nur anführe, 
um den Nutzen der scheinbaren Bahn erkennen zu lassen, so 
habe ich die näheren Bestimmungen nicht ausgesprochen. 
Denn es ist nicht gleichgültig, wie die Punkte Ä, B^ C ge- 
nommen werden; im Gegentheil, es ist angemessen, eine Wahl 
zu ti*effen. Aber all' das wird sich besser durch die Analyse 
zeigen, die mich auf dieses Theorem geführt hat und die ich 
jetzt auseinandersetzen will, zuerst im Allgemeinen und dann 
im Besonderen. 

§ 6. (Fig. 27.) Sei S das Centrum der Sonne, MN ein 
Theil der Cometenbahn, Q ein zwischenliegender Punkt, der 
ungefähr in der Mitte liegt. Zieht man die Sehne MN und 
die Radienvectoren SM, SQ, SN, so behaupte ich erstens, 
dass die Zeiten, die der Comet braucht, um die Bogen MQ 
und QiV zu durchlaufen, sehr nahe im Yerhältniss der Stücke 
Mq und qN der Sehne MN stehen. Denn die Zeiten verhalten 
sich wie die Flächen der Sectoren MSQ und SQN und daher 
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[364] nahe wie die Dreiecke SMQ und SQN, Da nun diese 
Dreiecke die Grundlinie SQ gemeinsam haben, und ihre Höhen 
sich wie Mq zu qN verhalten, so folgt, dass ihre Flächen sich 
wie die Strecken Mq und ^'iV' ver- 
halten, und folglich verhalten sich 
die Zeiten, die der Comet braucht, 
um die Bogen MQ und QiV^ zu 
durchlaufen^ ebenfalls sehr nahe wie 
diese Strecken Mq und qN, Ich 
bemerke noch, dass man beweisen 
kann, dass es immer einen Funkt Q 
giebt, für den dieser Satz streiig 
richtig ist. Aber im Allgemeinen 
genügt es, den Winkel MSN hin- 
länglich klein zu nehmen, um den 
Unterschied unmerklich werden zu 
lassen. 

§ 7. Zweitens setzen wir vor- 
aus, dass für jede Cometenbahu die 
Zeit, um den Bogen MN zu durch- 
laufen dieselbe sei und dass sie so 
klein sei, dass der Winkel MSN 
15 bis 20 Grad nicht überschreitet. Wenn dann der Punkt Q 
ungefähr in der Mitte des Bogens MN liegt, so dass der Pfeil 
Qq wenig oder gar nicht sich von seinem Maximum unter- 
scheidet, so behaupte ich, dass Qq sehr nahe umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat von SQ sein wird. Denn da die 
Ktümmung des Bogens MQ eine Wirkung der Gravitation ist, 
kann man den Pfeil Qq als Wirkung des Falles des Cometen 
gegen die Sonne betrachten. Es wird also Qq, wenigstens 
genähert, proportional dem Quadrat der Zeit und umgekehrt 
proportional dem Quadrat der Distanz SQ sein. Nun ist die 
Zeit als constant oder gleich für alle Fälle vorausgesetzt; also 
ist Qq einfach und sehr nahe umgekehrt proportional dem 
Quadi'at von SQ. In Bezug hierauf bemerke ich noch, dass 
es Punkte Q giebt, wo das Theorem streng gilt. Aber da 
man diese Punkte nicht immer auswählen kann, halte ich an 
dem »nahezu« fest, das um so mehr der Wahrheit nahe 
kommen wird, je weniger spitz der Winkel MqS und je 
kleiner der Winkel MSN ist. 

§ 8. (Fig. 28.) Sei jetzt S das Centrum der Sonne, ÄO die 
Bahn der Erde, MN die Bahn des Cometen, so zwar dass 



Fig. 27. 



112 



J. H. Lambert. 



der Comet sich in den Punkten M, Q, N befindet, wenn die Erde 
in Ä, Bj C ist. Wir setzen die Zeitintervalle noch als nahezu 
gleich voraus. Ziehen wir dann die Sehnen A C und MN und 




Fig. 28. 

[356] die Kadienvectoren SB und SQ^ dann wird nach dem 
zweiten Satz (§ 7} sehr nahe sein: 



Bb:-^. = Qq: ^ 



SB' 



SQ^ 



und dies giebt: 



Bh\Qq = SQ^iSB'^ . 



§ 9. Nach dem ersten Satze (§ 6) hat man ebenso sehr 
nahe 

Äb:bG = MqiqN, 

da diese Theile der Sehnen sich nahezu wie die Zwischen- 
zeiten verhalten. 

§ 10. Und daraus folgt nun, dass wir voraussetzen können, 
dass die Erde, statt den Bogen ABC zu durchlaufen, die 
Sehne AbC durchläuft und dass der Comet, statt den Bogen 
MQN zu durchlaufen, die Sehne MqN durchläuft, beide in 
gleichförmiger Geschwindigkeit, da die Zeitintervalle, nahe 
wenigstens, im Verhältniss der Strecken Ab'.bG uu^ Mq\qN 
stehen. 
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§ 11. In diesem Falle aber wird die scheinbare Bahn des 
Cometen ein grösster Kreis der Sphäre; und dieser grösste 
Kreis kann gezeichnet werden mit Hülfe der in A und G 
angestellten Beobachtungen. Diese beiden Punkte sind dem 
Bogen ABC und der Sehne AhC gemeinsam. Es wird also 
nur die in dem Zwischenpunkte B erhaltene Beobachtung von 
der Voraussetzung geradliniger Bahnen abweichen. Unter- 
suchen wir, in welcher Weise. 

§ 12. Offenbar sieht die Erde in B den Cometen in Q in 
der Richtung der Geraden BQ^ und unter der Voraussetzung 
geradliniger Bahnen wird die Erde in h den Cometen in g in 
der Richtung der Geraden hq sehen. Wenn also die Geraden 
BQ und hq parallel zu einander sind, so wird der scheinbare 
Ort des Cometen in dem einen wie in dem anderen Falle 
derselbe sein. Im entgegengesetzten Falle werden sie sich 
von einander unterscheiden. Das wollen wir nun bestimmen. 

§ 13. Zunächst sieht man, dass die Punkte h und g, da 
sie den Geraden SB bez. SQ angehören, in der Ebene des 
[356] Dreieckes BSQ liegen, welches auch die Lage der 
Cometenbahn sei. Nehmen wir also den Fall, wo die Geraden 
BQ und ftg zu einander parallel sind, so werden wir haben: 

Bh\Qq = SB\SQ, 

Da aber nach dem zweiten Theorem (§ 7) allgemein 

Bb:Qq = SQ^iSB^ 



SB:SQ = SQ^:SB^ 



ist, so folgt: 

oder 

SQ = SB. 

Also: die Geraden BQ und bq sind nur dann zu einander 
parallel, wenn der Comet in Q eben so weit von der Sonne 
entfernt ist wie die Erde. Nur in diesem Falle auch kann 
der grösste Kreis, der durch die scheinbaren Oerter des Co- 
meten zur Zeit der ersten und dritten Beobachtung hindurch- 
gelegt wird, durch den scheinbaren Ort des Cometen zur Zeit 
der zweiten Beobachtung hindurchgehen. 

§ 14. Nehmen wir weiter an: 

SQ>SB, 

dann sieht man nach dem zweiten Satze (§ 7j, dass mit nocli 
grösserem Rechte 
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«.-. .1 -»Ca die Geraden BQ und hq um 

,w ui ; kommt, und dies noch um so 

>v - - i**t iie Gerade SQ gegen die Gerade 

-X -^ !\ Sie werden also einen Schnitt- 

...._.«:» jenseits des Cometen in Q liegt. 

. .V lukel ShR grösser ist, als der Winkel 

.v:i«:i)t sich, dass der scheinbare Ort des 

va ier Erde in B weniger weit von der 

^>. ...ai, als wenn man ihn vom Punkte h der 

»..a i Ier Kichtung der Geraden hq sähe. Der 

v^ ..i» Mäuids der Differenz. 

vctzcu wir allgemein 






Qq = 



SB' 
n 



< - ,'* amSQB-.-JliSmSBQ. 
M.J* SB* 

^\ > ^ ii-.smSBQ = SB: SQ , 

•^ ''^^SW^^'S-B'^^^ 

. ^:h^B= SB':SQ\ 

. N w ;^VAvke BRb kennt man den Winkel SBR, 

• *x/ o.on Winkel BRb , welcher die Differenz 

^^ t^t»iten Beobachtung, zwischen der schein- 

^^ , .,5 ,:^^^ grössten Kreise, der durch die schein- 

,^ _ ^ ._ ,^.^^ ^\\m^ten, gesehen von A und C aus, hin- 

vxvv '^ >^ ^^ Dreieck BRb ist also nach Grösse, 

^ » N..>» ' ^v $^>ft>ben. Da man also die Gerade BR, 

\\\\s^ V ^ ^ wml die Gerade SB kennt, so ist die ganze 

.\ A*v -wn^.ok^^flibrt, auf der Geraden BR einen Punkt 

OR:BR = BS''^ 



Vs 
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wird. Man sieht daraus, dass die geocentrische Distanz des 
Cometen BQ bestimmt ist, wenigstens insofern, als es unsere 
nur genähert richtigen zwei Theoreme (§ 6, 7) zulassen. Man 
sieht auch, dass diese Formeln allgemein sind, wie auch die 
Distanz sei. Es muss aber doch ein Wort gesagt werden über 
den Fall, wo diese Distanz kleiner ist als SB. 

[358] § 17. Nehmen wir 

SQ<:SB, 

so wird der Punkt E, der im vorigen Falle jenseits des 
Cometen lag, nun diesseits der Erde gegen Ä fallen. Denn 
hier ist Qq"^ Bh und die Gerade SQ ist weniger gegen die 
Gerade BQ geneigt als SB. Die Geraden BQ und hq ent- 
fernen sich also bei der Annäherung an Qq von einander. 
Daraus folgt, dass der Winkel SBQ grösser wird als der 
Winkel Shq und dass folglich der scheinbare Ort des Cometen, 
gesehen in der Richtung BQ von der Sonne entfernter er- 
scheinen wird, als wenn man ihn in der Richtung hq im Falle 
geradliniger Bahnen sähe. 

§ 18. Diese Resultate können uns nun von den verschie- 
denen Wendepunkten Rechenschaft geben, die man in der 
Curve der scheinbaren Bahn wahrnimmt. Das einfachste 
Mittel, diese zu erkennen, ist, diese Bahn [auf eine Ebene] 
zu projiciren, indem man das Auge in den Mittelpunkt der 
Erde versetzt. Denn alle grössten Kreise der Sphäre werden 
dann durch gerade Linien repräsentirt und umgekehrt jede 
Gerade repräsentirt einen grössten Kreis an der Sphäre. Die 
scheinbare Bahn wird durch eine gekrümmte Linie dargestellt, 
welche einen Wendepunkt gerade da haben wird, wo der 
scheinbare Ort des Cometen einer heliocentrischen Distanz 
zugehört, die gleich der Entfernung der Erde von der Sonne 
ist. Denn in allen Punkten, welche einer grösseren heliocen- 
trischen Distanz entsprechen, wendet die Curve ihre convexe 
Seite gegen den Punkt der Ekliptik, wo der entsprechende 
Ort der Sonne ist; und für jede heliocentrische Distanz, die 
kleiner ist, wenden sie ihre concave Seite gegen die Sonne. 
Das ist immer so, ausser wenn der Ort der Sonne in der 
Tangente liegt, die im entsprechenden Cometenort gezogen 
wird; denn dann hat die Curve auch dort einen Wendepunkt, 
weil die convexe Seite zur concaven wird. Zuletzt möchte 
ich noch bemerken, dass diese Curven sehr genau gezeichnet 
[359] werden müssen, weil häufig ihre Krümmung sehr klein 

8* 
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ist, besonders wena der Comet weiter von der Sonne entfernt 
ist als die Erde und die Neigung seiner Bahn nicht gross ist. 

§ 19. (Fig. 29.) Man kann sich auch der Rechnung be- 
dienen und zwar wie folgt. Es seien ES die Ekliptik, -4, B, O 
drei geocentrische Oerter des Cometen, projicirt auf die Ekliptik, 
Aay Bb, Cc die zugehörigen Breiten, S der Ort der Sonne, 




der dem in b gesehenen Ort des Cometen entspricht. Man 
ziehe durch ca einen grössten Kreis der Sphäre, der die 
Ekliptik in E schneide. Dann handelt es sich zuerst darum, 
diesen Punkt zu finden und sodann den Winkel aEA. Nennen 
wir zu dem Ende 

Aa = a AE = s 

Cc = y AEa = cp 

AC=l 

dann wird sein 



also: 



cotg^? = sin« cotg« = sin(A + e) cotgy , 



sin (A + €) : sin e = tang y : tang a , 
woraus : 

tang(fi + ^ A) : i&n^^X = sin(/ -|- «) • sin [y — a) 

^ sm (/ — a) 

Hieraus findet man den Bogen € + ^^A, worauf der Bogen 
s = AE und folglich auch der Winkel ^ durch 

cotg (jp = sin £ cotga 
sich leicht ergeben. 

§ 20. Da die Punkte B und S, ferner die Bogen BS 
und Bb gegeben sind und der Winkel bBS ein Rechter ist, 
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80 findet man den Winkel bSB und die Hypotenuse Sb durch 
die Formeln 

coigbSB = GotgBb sin BS 

cosbS = cos Bb cos BS . 

[360] § 21. Endlich kennt mto im Dreieck EdS die 
Seite ES und die Winkel dSE und dES und findet daher 
die Seite Sd durch die Formeln: 

ED'-DS _ ta,Bs^ES^m{dSE — dES) 
*^^ 2 "" sm{dSE+dES) 

:^ES — ^(ED — DS) = DS 
cotgdS = cosdSDcotgDS. 

§ 22. Wenn man also findet, dass der Bogen Sd grösser 
ist als der Bogen Sb, so wird man schlieäsen, dass der in b 
gesehene Comet näher an der Sonne ist als die Erde. Dagegen 
wird er entfernter sein, wenn man den Bogen Sd kleiner findet 
als den Bogen Sb. Wir bemerken noch, dass die Differenz 
beider Bogen, nämlich bd, das Maass für den Winkel BBb 
der Figur 28 ist. Man sieht also, wie dieser Winkel gefunden 
werden kann. 

§ 23. Da aUe Folgerungen, welche wir eben aus unseren 
zwei Sätzen gezogen haben, unter den »sehr nahe«, welche 
wir zugelassen haben, zu leiden haben könnten, so müssen 
wir darüber einige Bemerkungen machen. Die erste ist, dass, 
wenn man den Bogen bd sehr klein findet, obwohl der Bogen 
AC 15, 20 oder mehr Grad beträgt, man im Allgemeinen 
schliessen wird, dass die heliocenti'ische Entfernung des Co- 
meten zur Zeit, wo er sich in b befindet, sehr nahe gleich 
der heliocentrischen Entfernung der Erde ist; aber man wird 
nicht mit Sicherheit schliessen, ob sie ein wenig grösser oder 
kleiner ist. Das hängt in diesem Falle von der Wahl der 
zwischenliegenden Beobachtung in b ab. 

§ 24. Ferner ist die Differenz bd^ für ein gleiches Zeit- 
intervall, um so beträchtlicher, je näher der Comet an der 
Sonne ist, weil dann seine Bahn eine grössere Krümmung 
besitzt. Wenn der Comet näher an der Erde ist, so trägt 
dies auch dazu bei, den Bogen bd oder den Winkel BBb 
(Fig. 28) zu vergrössern, der in Hinsicht auf die beiden Punkte 
B und b eine Art parallaktischer Winkel ist. Es giebt jedoch 
in dieser Hinsicht ein Maximiim. Denn man sieht leicht. 
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dass, wenn alle anderen Umstände dieselben bleiben, der 
Winkel hRB gleich Null wird, wenn entweder der Winkel 
[361] BSQ gleich oder gleich 180*^ wird. Nimmt man den 
Winkel BRh als sehr klein an, so findet man, dass er für 
dieselben Distanzen SB und SQ ein Maximum wird, wenn 

^ ^^„ S^^-SB^ 
tm^BSQ= ^^^^^ , 

weil sich dann die Punkte By b, Q auf der Peripherie eines 
Kreises befinden müssen, dessen Mittelpunkt auf der Geraden 
S Q liegt, oder was auf dasselbe hinauskommt, weil die Punkte 
Bj b, R sich auf der Peripherie eines Kreises befinden, dessen 
Mittelpunkt auf der Geraden liegt, welche durch R geht und 
parallel zu. SQ ist. Aber man sieht, dass diese Umstände 
nicht ausgewählt werden können, weil man die Cometen 
nehmen muss, wie sie sich zeigen. 

§ 25. Wir machen noch einige Anmerkungen, wie man 
die Wahl des Punktes Q treffen muss. Diese Wahl wäre sehr 
leicht, wenn dieser Punkt das Perihel des Cometen wäre. Aber 

dieser günstige Umstand 
kommt nicht vor und kann 
auch nicht im voraus er- 
kannt werden. Sei also 
(Fig. 30) S das Centrum 
der Sonne, Ä das Perihel 
der Cometenbahn, die ich 
als parabolisch voraus- 
setze. MN sei ein belie- 
biger Bogen. Theilen wir 
die Sehne MN in zwei 
gleiche Theile MQ und 
GN und ziehen durch G 
Fig. 30. die Parallele G Q zur Axe. 

Dann ist das Dreieck Jf(r*S 
gleich dem Dreieck NGS und das Segment MQG gleich dem 
Segment NQG, also: 

SMQGS= SGQNS, 

Dann ziehe man den Radiusvector Sh so, dass das gemischt- 
linige Dreieck QGg gleich wird dem Sector hSg und man 
wird haben 

S3IhS= SNhS, 
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Ist nun der Bogen MN nicht sehr gross, so wird Qg als 
Gerade betrachtet werden dürfen und man bekommt: 

SgiQg = Gg: gh 

Qg-Og 



gh = 



Sg 



[362] Daraus sieht man, dass gh eine sehr kleine Grösse ist 
und dass Gh sehr nahezu parallel zu SQ sein wird. 

§ 26. Es sei T die Zeit, welche der Comet braucht, um 
den Bogen MN zu durchlaufen. Dann habe ich in der Ab- 
handlung: Insigniores orbitae cometarum proprietates, er- 
schienen 1761, gezeigt, dass 

y2GQ ^ 2 

In dieser Formel ist die mittlere Distanz der Erde von der 
Sonne gleich 1 gesetzt und 

— = 116.2648 
m 

m = 0.008 601 059 . 
Es folgt also: 

QG = qQ = 



oder auch 



Also ist 



und 



qQ = 



qQ< 



qQ> 



2{SQ + iQG)^ 
2[Sg--i-QG]' 



Nun ist 

wenn man also 



2Sg^ 

qQ>gG] 

^^ = -28^ 
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macht, so wird diese Formel noch genauer sein. leh schliesse 
daraus, dass man im Allgemeinen gut thun wird, drei Beob- 
achtungen zu wählen, welche um dasselbe Zeitintervall von 
einander abstehen. Und dieses Intervall muss noch so klein 
sein, dass der Winkel MSN 20 Grade nicht übersteigt. Ich lasse 
noch einige Vorschläge folgen, für die dieselbe Beschränkung 
[363] gilt und deren man sich bei Bestimmung einer Cometea- 
bahn bedienen kann. 

§ 27. Nach dem, was ich oben (§ 19) sagte, sieht man 
(Fig. 29), dass der Bogen aede des grössten Kreises derjenige 
ist, den der Comet scheinbar durchlaufen würde, wenn sowohl 
seine Bewegung wie die der Erde geradlinig und gleichförmig 




Fig. 29. 



wäre, und dass für die Momente der drei Beobachtungen die 
scheinbaren Oerter des Cometen a, d^ c sein würden. Es 
handelt sich also nur darum, die Länge der Bogen ad und de 
mittelst der Bogen EÄ^ EC und des Winkels ÄEa, die nach 

§ 19 bestimmt werden, zu er- 
mitteln. Sind aber die Bogen 
ad und de gefunden, so kann 
man sie mit den Intervallen der 
Zeit zwischen den drei Beobach- 
tungen vergleichen, um das Ver- 
hältniss der geocentrischen Di- 
stanzen des Cometen für die erste 
und dritte Beobachtung zu be- 
kommen, und zwar folgender- 
massen. 

§ 28. Man mache (Fig. 31) 

die Winkel a Td und d Tc gleich 

den Bogen ad und de von Fig. 29. 

Nimmt man dann auf der Geraden 

Fig. 31. Ta einen beliebigen Punkt a an. 
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so handelt es sich darum, eine Gerade ac zu ziehen, dass sie 
die Geraden Td und Tc so schneidet, dass die Strecken ad und 
de proportional den Zeitintervallen zwischen den den Punkten 
a, dj c entsprechenden Beobachtungen werden. Seien diese 
Zeitenintervalle t und t, ferner Winkel aTd = co, dTG = <p. 
Macht man Ta = 1 und setzt Tc = x, so hat man: 

sinw : ad = ^inadT: aT 
smcp :dc = sinadT: cT 



also 



und folglich 



, ^ a T/ sin w cT- sm f/) 

sinaa!r= 1 — = ; — - 

ad de 



^ ^ de sinw 

cT= aT 



ad siuf/) 



d.h. 



T sinw 
X = -— 



t siacp 

[364] § 29. Hat man das Verhältniss zwischen aT und cT 
gefunden, so findet man leicht den Winkel Tac und dann dT 
oder das Verhältniss dieser Geraden zu aT' und gT. Dieses 
Verhältniss wird nur sehr wenig von dem Verhältnisse der 
geocentrischen Distanz des Cometen zur Zeit der zweiten 
Beobachtung zu den beiden anderen geocentrischen Distanzen 
abweichen. Man findet aber auch sehr nahe die mittlere geo- 
centrische Distanz zur Zeit der zweiten Beobachtung mittelst 
der Formel des § 16. Man sieht also, dass man auf diese 
Weise die Versuche, die man zur Ermittelung der Bahn an- 
zustellen hat, bedeutend abkürzen kann. Die ganze übrige 
Rechnung kann man auf eine einfache successive Annäherung 
zurückführen, indem man die Formel anwendet (Fig. 30) 

{SM+ SN+MN)^ — {SM+ SN— MN)^ \ 

~ 12m ' 

welche ich in dem oben (§ 26) citirten Werke gegeben habe 
und worin T die Zeit bedeutet, welche der Comet braucht, 
den Bogen MN zu durchlaufen. Der Buchstabe m ] 
selbe Bedeutung wie in § 26. Diese Formel ist um 
facher, als sie keiner anderen Daten bedarf, als dei 
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scheinbare Bewegung des Cometen. Aber so liegt die Sache 
in Wirklichkeit nicht. Sehr selten liegen mehr als drei Punkte 
[353] der scheinbaren Bahn genau in einem grössten Kreise; 
also können weder die Erde noch der Comet sich in gerader 
Linie und mit gleichmässiger Geschwindigkeit bewegen. 

§ 3. Wenn ein Comet sich genau in der Ebene der Ekliptik 
bewegen würde^ so fände seine scheinbare Bewegung ebenfalls 
in der Ekliptik ^ also in einem grössten Kreise statt. Aber 
dieser Fall tritt nicht ein; wenigstens sind bis jetzt alle 
Cometen ober- oder unterhalb der Ekliptik gesehen worden 
oder sie haben dieselbe nur in einem Punkte geschnitten. 
Man weiss sogar, dass die meisten Cometenbahnen sehr starke 
Neigung haben. Wir können also auch von dem Falle ab- 
sehen, wo der Comet sich in der Ebene der Erdbahn bewegt. 

§ 4. Wenn wir nun auch die scheinbare Bewegung der 
Cometen in grössten E^reisen nicht zulassen können, so werden 
uns diese doch von Nutzen sein, indem sie uns als Vergleichs- 
mittel dienen. Betrachten wir die scheinbare Bahn eines 
Cometen, nehmen darauf zwei Punkte und legen durch sie 
einen grössten Kreis. Ich behaupte, wefnn die zwiscJienliegefir- 
den Pimkte der scheinbaren Bahn auf derselben Seite liegen^ 
wie die zugehörigen Oerter der Sonne, dann ist der Gönnet 
weiter von der Sonne entfernt als die Erde und im entgege?i- 
gesetxten FaUe ist er näher. 

§ 5. Da ich hier vorläufig dieses Theorem nur anführe, 
um den Nutzen der scheinbaren Bahn erkennen zu lassen, so 
habe ich die näheren Bestimmungen nicht ausgesprochen. 
Denn es ist nicht gleichgültig, wie die Punkte Ä^ B^ C ge- 
nommen werden; im Gegentheil, es ist angemessen, eine Wahl 
zu treffen. Aber all' das wird sich besser durch die Analyse 
zeigen, die mich auf dieses Theorem geführt hat und die ich 
jetzt auseinandersetzen will, zuerst im Allgemeinen und dann 
im Besonderen. 

§ 6. (Fig. 27.) Sei S das Centrum der Sonne, MN ein 
Theil der Cometenbahn, Q ein zwischenliegender Punkt, der 
ungefähr in der Mitte liegt. Zieht man die Sehne MN und 
die Radienvectoren SM^ SQ^ SN, so behaupte ich erstens, 
dass die Zeiten, die der Comet braucht, um die Bogen MQ 
und QiV^ zu durchlaufen, sehr nahe im Yerhältniss der Stücke 
Mq und qN der Sehne MN stehen. Denn die Zeiten verhalten 
sich wie die Flächen der Sectoren MSQ und SQN und daher 
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[354] nahe wie die Dreiecke SMQ und SQN. Da nun dieae 
Dreiecke die Grundlinie SQ gemeinsam haben^ und ihre Höhen 
sich wie Mq zu qN verhalten, so folgt, dass ihre Flächen sich 
wie die Strecken Mq und qN ver- 
halten, und folglich verhalten sich 
die Zeiten, die der Comet braucht, 
um die Bogen MQ und QN zn 
durchlaufen^ ebenfalls sehr nahe wie 
diese Strecken Mq und qN. Ich 
bemerke noch, dass man beweisen 
kann, dass es immer einen Punkt Q 
giebt, für den dieser Satz streng 
richtig ist. Aber im Allgemeinen 
genügt es, den Winkel MSN hin- 
länglich klein zu nehmen, um den 
Unterschied unmerklich werden zu 
lassen. 

§ 7. Zweitens setzen wir vor- 
aus, dass für jede Cometenbahn die 
Zeit, um den Bogen MN zu durch- 
laufen dieselbe sei und dass sie so 
klein sei, dass der Winkel MSN 
15 bis 20 Grad nicht überschreitet. Wenn dann der Punkt Q 
ungefähr in der Mitte des Bogens MN liegt, so dass der Pfeil 
Qq wenig oder gar nicht sich von seinem Maximum unter- 
scheidet, so behaupte ich, dass Qq sehr nahe umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat von SQ sein wird. Denn da die 
Ejümmung des Bogens MQ eine Wirkung der Gravitation ist, 
kann man den Pfeil Qq als Wirkung des Falles des Cometen 
gegen die Sonne betrachten. Es wird also Qq, wenigstens 
genähert, proportional dem Quadi*at der Zeit und umgekehrt 
proportional dem Quadrat der Distanz SQ sein. Nun ist die 
Zeit als constant oder gleich für alle Fälle vorausgesetzt; also 
ist Qq einfach und sehr nahe umgekehrt proportional dem 
Quadrat von SQ. In Bezug hierauf bemerke ich noch, dass 
es Punkte Q giebt, wo das Theorem streng gilt. Aber da 
man diese Punkte nicht immer auswählen kann, halte ich an 
dem »nahezu« fest, das um so mehr der Wahrheit nahe 
kommen wird, je weniger spitz der Winkel MqS und je 
kleiner der Winkel MSN ist. 

§ 8. (Fig. 28.) Sei jetzt S das Centrum der Sonne, ÄC die 
Bahn der Erde, MN die Bahn des Cometen, so zwar dass 



Fig. 27. 
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scheinbare Bewegung des Cometen. Aber so liegt die Sache 
in Wirklichkeit nicht. Sehr selten liegen mehr als drei Punkte 
[353] der scheinbaren Bahn genau in einem grössten Kreise; 
also können weder die Erde noch der Comet sich in gerader 
Linie und mit gleichmässiger Geschwindigkeit bewegen. 

§ 3. Wenn ein Comet sich genau in der Ebene der Ekliptik 
bewegen würde, so fände seine scheinbare Bewegung ebenfalls 
in der Ekliptik, also in einem grössten Kreise statt. Aber 
dieser Fall tritt nicht ein; wenigstens sind bis jetzt alle 
Cometen ober- oder unterhalb der Ekliptik gesehen worden 
oder sie haben dieselbe nur in einem Punkte geschnitten. 
Man weiss sogar, dass die meisten Cometenbahnen sehr starke 
Neigung haben. Wir können also auch von dem Falle ab- 
sehen, wo der Comet sich in der Ebene der Erdbahn bewegt. 

§ 4. Wenn wir nun auch die scheinbare Bewegung der 
Cometen in grössten Ej*eisen nicht zulassen können, so werden 
uns diese doch von Nutzen sein, indem sie uns als Vergleichs- 
mittel dienen. Betrachten wir die scheinbare Bahn eines 
Cometen, nehmen darauf zwei Punkte und legen durch sie 
einen grössten Kreis. Ich behaupte, w&nn die zimscherüiegeft- 
den Pv/nkte der schmibaren Bahn auf derselben Seite liegen^ 
wie die zugehörigen Oerter der Sonne ^ dann ist der Comet 
weiter von der Sonne entfernt als die Erde und im entgegen- 
gesetzten FaUe ist er näher, 

§ 5. Da ich hier vorläufig dieses Theorem nur anführe, 
um den Nutzen der scheinbaren Bahn erkennen zu lassen, so 
habe ich die näheren Bestimmungen nicht ausgesprochen. 
Denn es ist nicht gleichgültig, wie die Punkte Ä, Bj C ge- 
nommen werden; im Gegentheil, es ist angemessen, eine Wahl 
zu treffen. Aber all' das wird sich besser durch die Analyse 
zeigen, die mich auf dieses Theorem geführt hat und die ich 
jetzt auseinandersetzen will, zuerst im Allgemeinen und dann 
im Besonderen. 

§ 6. (Fig. 27.) Sei S das Centrum der Sonne, MN ein 
Theil der Cometenbahn, Q ein zwischenliegender Punkt, der 
ungefähr in der Mitte liegt. Zieht man die Sehne MN und 
die Radienvectoren SMj SQ^ SN, so behaupte ich erstens, 
dass die Zeiten, die der Comet braucht, um die Bogen MQ 
und OiV zu durchlaufen, sehr nahe im Verhältniss der Stücke 
Mq und qN der Sehne MN stehen. Denn die Zeiten verhalten 
sich wie die Flächen der Sectoren MSQ und SQN und daher 
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[3d4] nahe wie die Dreiecke SMQ und SQN, Da nun diese 
Dreiecke die Grundlinie SQ gemeinsam haben, und ihi*e Höhen 
sich wie Mq zu qN verhalten, so folgt, dass ihre Flächen sich 
wie die Strecken Mq und qN ver- 
halten, und folglich verhalten sich 
die Zeiten, die der Comet braucht, 
um die Bogen MQ und QN zm 
durchlaufen^ ebenfalls sehr nahe wie 
diese Strecken Mq und qN Ich 
bemerke noch, dass man beweisen 
kann, dass es immer einen Punkt Q 
giebt, für den dieser Satz streng 
richtig ist. Aber im Allgemeinen 
genügt es, den Winkel MSN hin- 
länglich klein zu nehmen, um den 
Unterschied unmerklich werden zu 
lassen. 

§ 7. Zweitens setzen wir vor- 
aus, dass für jede Cometenbahn die 
Zeit, um den Bogen MN zu durch- 
laufen dieselbe sei und dass sie so 
klein sei, dass der Winkel MSN 
15 bis 20 Grad nicht überschreitet. Wenn dann der Punkt Q 
ungefähr in der Mitte des Bogens MN liegt, so dass der Pfeil 
Qq wenig oder gar nicht sich von seinem Maximum unter- 
scheidet, so behaupte ich, dass Qq sehr nahe umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat von SQ sein wird. Denn da die 
Krümmung des Bogens MQ eine Wirkung der Gravitation ist, 
kann man den Pfeil Qq als Wirkung des Falles des Cometen 
gegen die Sonne betrachten. Es wird also Qq, wenigstens 
genähert, proportional dem Quadrat der Zeit und umgekehrt 
proportional dem Quadrat der Distanz SQ sein. Nun ist die 
Zeit als constant oder gleich für alle Fälle vorausgesetzt; also 
ist Q q einfach und sehr nahe umgekehrt proportional dem 
Quadrat von SQ, In Bezug hierauf bemerke ich noch, dass 
es Punkte Q giebt, wo das Theorem streng gilt. Aber da 
man diese Punkte nicht immer auswählen kann, halte ich an 
dem »nahezu« fest, das um so mehr der Wahrheit nahe 
kommen wird, je weniger spitz der Winkel MqS und je 
kleiner der Winkel MSN ist. 

§ 8. (Fig. 28.) Sei jetzt S das Centrum der Sonne, AC die 
Bahn der Erde, MN die Bahn des Cometen, so zwar dass 
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dass, wenn alle anderen Umstände dieselben 4}leiben, der 
Winkel hRB gleich Null wird, wenn entweder der Winkel 
[361] BSQ gleich oder gleich 180^ wird. Nimmt man den 
Winkel BRh als sehr klein an, so findet man, dass er für 
dieselben Distanzen SB und SQ ein Maximum wird, wenn 

t^ngBSQ= ^^^^^ , 

weil sich dann die Punkte B, b, Q auf der Peripherie eines 
Kreises befinden müssen, dessen Mittelpunkt auf der Geraden 
SQ liegt, oder was auf dasselbe hinauskommt, weil die Punkte 
B, bj R sich auf der Peripherie eines Kreises befinden, dessen 
Mittelpunkt auf der Geraden liegt, welche durch R geht und 
parallel zu SQ ist. Aber man sieht, dass diese Umstände 
nicht ausgewählt werden können, weil man die Cometen 
nehmen muss, wie sie sich zeigen. 

§ 25. Wir machen noch einige Anmerkungen, wie man 
die Wahl des Punktes Q treffen muss. Diese Wahl wäre sehr 
leicht, wenn dieser Punkt das Perihel des Cometen wäre. Aber 

dieser günstige Umstand 
kommt nicht vor und kann 
auch nicht im voraus er- 
kannt werden. Sei also 
(Fig. 30) S das Centrum 
der Sonne, Ä das Perihel 
der Cometenbahn, die ich 
als parabolisch voraus- 
setze. MN sei ein belie- 
biger Bogen. Theilen wir 
die Sehne MN in zwei 
gleiche Theile MG und 
GN und ziehen durch G 
Fig. 30. die Parallele G Q zur Axe. 

Dann ist das Dreieck ilfö^^S^ 
gleich dem Dreieck NGS und das Segment MQG gleich dem 
Segment NQG, also: 

SMQGS= SGQNS, 

Dann ziehe man den Radiusvector Sh so, dass das gemischt- 
linige Dreieck QGg gleich wird dem Sector hSg und man 
wird haben 

SMhS= SNhS, 
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Ist nun der Bogen MN nicht sehr gross, so wird Qg als 
Gerade betrachtet werden dürfen und man bekommt: 

SgiQg == Qg: gh 

Qg-Gg 



gh = 



Sg 



[362] Daraus sieht man, dass gh eine sehr kleine Grösse ist 
und dass Gh sehr nahezu parallel zu SQ sein wird. 

§ 26. Es sei T die Zeit, welche der Comet braucht, um 
den Bogen MN zu durchlaufen. Dann habe ich in der Ab- 
handlung: Insigniores orbitae cometarum proprietates, er- 
schienen 1761, gezeigt, dass 

y20Q 2 

In dieser Formel ist die mittlere Distanz der Erde von der 
Sonne gleich 1 gesetzt und 

— = 116.2648 
m 

m = 0.008 601 059 . 
Es folgt also: 

oder auch 

^^- 2[Sg-^QGf' 
Also ist 







QÖ^ 


^^^2SQ' 


und 




^^>26y • 


Nun ist 




QQ>gG; 


wenn man 


also 


n (t — 



2Sg 



2 
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(M^m. de l'Ac. Berlin 1783). Im zweiten Memoire von 1778 
(das erste enthält die geschichtliche Entwicklang des Pro- 
blems) zeigt Lagrange znerst, dass die Einftthmng der beiden 
Elemente, welche die Bahnlage bestimmen, als unbekannte 
auf unüberwindliche Schwierigkeiten führt; er entwickelt dann 
aus der Bedingung, dass die drei Oerter in einer durch die 
Sonne gehenden Ebene liegen, die Ausdrücke der geocentrischen 
Distanzen durch die Dreiecksflächen, und ersetzt diese unter 
Benutzung des jE^fer-Lawöer^ 'sehen Satzes durch die Zwischen- 
zeiten und die Summen der Radienvectoren. Diese Werthe 
der geocentrischen Distanzen werden schliesslich in aus der 
Betrachtung der Dreiecke Sonne — Erde — Comet hervorgehenden 
Formeln eingetragen, wodurch drei Gleichungen mit den drei 
Radienvectoren als Unbekannten entstehen. Für die Auflösung 
dieser äusserst complicirten Gleichungen giebt Lagrange ein 
auf die Kleinheit der Zwischenzeiten basirtes, in praxi kaum 
durchführbares Verfahren an. — Im Memoire von 1783 strebt 
er Vereinfachungen an, führt andere Unbekannte (Radiusvector, 
Parameter und grosse Axe) ein, stellt für den Radiusvector eine 
Gleichung siebenten Grades auf, zieht aber schliesslich drei 
Gleichungen mit drei Unbekannten vor, deren Auflösung wohl 
noch complicirter ist, als die des zweiten Memoire. Für die 
astronomische Praxis konnten diese Methoden ebensowenig Be- 
deutung gewinnen, wie die im Berl. Jahrbuch für 1783 
(Oeuvres Vn) mitgeteilte, welche sechs Beobachtungen er- 
fordert; trotzdem bedeuten Lagrange's Arbeiten, durch die er- 
staunliche Eleganz ihrer Analyse und die Klarheit der Auf- 
fassang, für die analytische Behandlung des Problemes einen 
grossen Fortschritt gegenüber Euler und sie haben gewiss 
grossen Antheil an der bald darauf erfolgenden Lösung durch 
Du Sejour und Olbers, 

Die weitere Entwicklung kann hier nur mehr kurz an- 
gedeutet werden. In den Mem. de l'Ac. de Paris 1779 — 80 
veröffentlichte Lajplace eine ganz neue Methode, die mit den 
früheren kaum einen Zusammenhang hat: er ermittelt aus 
allen vorhandenen . Beobachtungen Werthe der ersten und 
zweiten Differenzialquotienten der Ooordinaten und zeigt, wie 
durch sie die Elemente dargestellt werden können. Diese 
Methode ist reproducirt in M^c. c^l. T. I Livre 11 (1799), und 
ist in Frankreich vielfach gebraucht worden. Die M^m. de 
l'Ac. de Paris 1779 enthalten zwei Methoden von Du Sejour; 
die principiellen Mängel der ersten hat Olbers ausführlich aus- 
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einandergesetzt; die zweite aber, von der merkwürdiger Weise 
Du Sejour selbst wenig gehalten zu haben scheint und die 
Olbers in seiner Kritik ganz übergeht, hat sich später als 
identisch mit der 0/öers'schen Lösung herausgestellt (siehe 
Fahritius Astr. Nachr. Band 106). Abgesehen davon, dass 
Olbers*) seine Methode, durch die das Problem für lange Zeit 
zum Abschluss gebracht war, zweifellos selbständig gefunden 
hat, beruht sein Verdienst darin, dass er klar erkannte, die 
einfachste Lösung gefunden zu haben und dass er sie, nament- 
lich auch durch eine vortreffliche Kritik der älteren Methoden, 
derartig ins Licht stellte, dass sie sofort allgemein adoptirt 
wurde. Wir schliessen diese kurze Uebersicht über den Gang, 
den das Problem nach Lambert genommen hat, mit der An- 
gabe des Princips der definitiven Lösung. Die zweckmässigste 
Unbekannte ist die geocentrische Entfernung zur Zeit der 
ersten Beobachtung. Mittelst dieser lässt sich durch eine über- 
raschend einfache Gleichung die geocentrische Distanz zur Zeit 
der dritten Beobachtung ausdi'ücken. In der Aufstellung 
dieser Gleichung, deren Einfachheit auf dem Umstand beruht, 
dass auch für die Sonne angenommen wird, dass der mittlere 
Radiusvector die Sehne im Verhältniss der Zeiten schneide, 
liegt der einzige Punkt, wo Olbers ühei La7nbert hinausgeht. 
Durch die eingefühi-te Unbekannte können dann die äusseren 
Radienvectoren und die sie verbindende Sehne ausgedrückt 
werden. Schliesslich wird die Unbekannte durch allmähliche 
Annäherung so bestimmt, dass der Lambert sah^n Gleichung 
genügt wird. 



IL Specielle Bemerknngeii. 

Zur ersten Abhandlung. 

Die erste diesem Bändchen einverleibte Arbeit Lamberts 
ist als selbständiges Werk — '- Lambert nennt es später einmal 
ein Tractätchen — erschienen und führt den vollständigen 
Titel: 



*) Dr. W. Olbers Abhandlung über die leichteste und be- 
quemste Methode die Bahn eines Cometen zu berechnen. Weimar 
1797. 

Ostwald's Klassiker. 133. 9 
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J. H. Lambert 
Academiae scientiarum Electoralis Boicae Membri et Professoris 
Honorarii, Societatis Physico-Medicae Basileensis Membri, Regiae 
Societati Scientiarum Goettingensi Commercio Literario adjuneti 

Insigniores 

Orbitae 

Cometarum 

Proprietates 

Augustae Vindelicorum 

Sumtibus Eberhardi Klett Viduae 

MDCCLXI 

Lambert verfasste es in der Periode seiner Wanderjahre 
im Jahre 1761, als er in seiner Eigenschaft als bayrischer 
Akademiker längere Zeit Aufenthalt in Augsburg genommen 
hatte und mit der bayrischen Akademie in München in Ver- 
handlungen stand, nahe gleichzeitig mit seiner Architectonik 
und den kosmologischen Briefen. 

Die hier gebotene Uebersetzung des längst sehr selten ge- 
wordenen Buches schliesst sich genau an das Original an; 
nur die in schwulstigem Latein geschriebene Vorrede habe ich 
nach Möglichkeit gemildert. Das Original enthält eine sehr 
grosse Anzahl von Druckfehlern namentlich in den Formeln; 
diese habe ich ohne Bemerkung beseitigt; es enthält aber auch 
einige Versehen und Flüchtigkeiten; diese habe ich, wo es 
möglich war, verbessert, darüber aber in den folgenden Noten 
berichtet. 

Zu § 29, Dieser elegante Ausdruck für den parabolischen 
Sector rührt von Lambert her. Lagrange gab dafür einen 
analytischen Nachweis (Oeuvres IV 475 — 478), einen ähn- 
Hchen Encke (Berl. Jahrb. 1833 p. 265). 

Zu § 39. Man weist diese Sätze leicht durch Einführung 
der rechtwinkligen Coordinaten der Punkte -V, Q und M nach. 

Zu § 40, In diesem für die älteren Methoden der Bahn- 
bestimmung wichtigen Satze weist Lambert denjenigen mitt- 
leren Radiusvector nach, der streng gleich dem arithmetischen 
Mittel der beiden äusseren gesetzt werden darf. 

Zu § 41. Der Nachweis für die Ellipse und Hyperbel 
gelingt leicht durch Einführung der rechtwinkligen Coordinaten 
in Bezug auf ein durch die Axen gelegtes Coordinatensystem. 
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Zu § 51 — 53, Diese Aufgabe wird schon von Newton 
behandelt und bildet die Grundlage seiner ersten Bahnbestim- 
mungsmethode. 

In der Lam&er^'schen Figur 8 und ebenso im Text kommt 
der Buchstabe e in zweifacher Bedeutung vor. Um die da- 
durch entstehende Verwirrung zu heben, habe ich den einen 
Punkt mit a bezeichnet und den Text (§ 52) entsprechend 
geändert. 

Lambert kam in der oben unter 3j citirten Abhandlung 
auf die Aufgabe nochmals zurück. Er schreibt (Berl. Jahrb. 
1779 p. 171): ». .. Auf diese Art entstand das Problem: durch 
vier Linien von gegebener Lage eine fünfte zu ziehen, welche 
von jenen in Theile getheilt sei, die ein gegebenes Verhältniss 
haben. Die Auflösung findet man in Newton'^ Arith. Univ. 
Probl. 56, bei Gregori L. V. Prop. XI, bei Cassini in den 
M^m. de l'Acad. de Paris 1727, wie auch in meinen Orbitis 
Cometarum § 51, wo ich aber jedoch (§ 54) angebe, was zu 
thun ist, wenn die vier Durchschnittspunkte nicht in gerader 
Linie liegen. Denn die gerade Linie kam mir schon damals 
als sehr misslich vor. 

> Dermalen kann ich nun 
angeben, worin das missliche 
eigentlich besteht, und wie es 
überaus viel vermindert werden 
könne. Es sei Fig. 32, S die 
Sonne P, 11, N, Q die vier 
Oerter des Cometen zur Zeit, da 
die Erde in Jt, P, C, D ist. 
Man ziehe die Chorden PQ, AD 
und die Linien SP, SM, Sm^ <SiV, 
Sn^ SQ, wie auch SA, SB, Sb, 
SC, Sc, SD, so müssen nicht die 
Linien BM, GN, sondern die 
Linien bm, cn gebraucht wer- 
den. 

> Ungeachtet nun diese Linien 
bm, cn nicht durch unmittel- 
bare Beobachtung bekannt sind, 
so lassen sie sich doch aus den 
Beobachtungen herleiten, weil die 

Punkte SmMBb, sowie auch die Punkte SnNGc in einer 
Ebene liegen. 

9* 
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»Man zeichne sich auf der Kugelfläche die vier beob- 
achteten Oerter des Cometen. Durch die beiden äussersten 
ziehe man einen grössten Kreis. Ferner durch den zweiten 
und dritten ziehe man zwei grösste Kreise nach den Punkten 
der Ekliptik, wo die Sonne zur Zeit der zweiten und dritten 
Beobachtung war. Diese zwei Kreise werden die Ebenen 
BSM^ GSN vorstellen, und da wo sie den durch die beiden 
äussersten Oerter des Cometen gezogenen grössten Blreis durch- 
schneiden, werden die Oerter sein, wo man den Cometen zur 
Zeit der zweiten und dritten Beobachtung würde gesehen 
haben, wenn derselbe in m und n und die Erde in h und c 
gestanden hätte. Dann aber würde die Bewegung sowohl des 
Cometen als der Erde geradlinig, und wo nicht vollkommen 
doch bis auf einen unerheblichen Unterschied gleichförmig ge- 
wesen sein.« 

Dass auch oder vielmehr gerade mit dieser Modification 
die Aufgabe unbestimmt wird, also zu keiner Lösung des 
Cometenproblems führen kann, hat Olbers bemerkt (Cometen 
... § 23). 

Zu § 56. Ich habe hier und im Folgenden »semilatus 
rectum« mit Halbparameter tibersetzt, obwohl für diese Grösse 
jetzt, wenigstens in astronomischen Schriften, »Parameter« ge- 
gebräuchlich geworden ist. 

Zu § 63. Hier wie in dem ganzen Abschnitt, übergeht 
Lambert den in der Anwendung allerdings selten vorkommenden 
Fall, wo der von den Radienvectoren eingeschlossene Winkel 
iHi^iNT grösser als 180"*, also c>90'' wird. Es würde hier 
zu weit führen, alle Formeln auch diesem Falle anzupassen; 
es mag genügen anzudeuten, dass dann das Dreieck vom Seg- 
ment subtrahirt werden muss und dass bei der Auflösung der 
vorkomiüenden quadratischen Gleichungen die andere Wurzel 
gewählt werden muss. Die zuletzt abgeleitete Hauptformel 
(§ 63) lautet allgemein geschrieben: 

Zu § 65. Es wird hier der geeignetste Ort sein, die 
schönen Untersuchungen Lamhei'f^ über den parabolischen 
Sector einzufügen, die er in der oben unter 1) citirten Ab- 
handlung angestellt hat. Er resümirt im VH. Capitel der- 
selben zuerst die Resultate der Orb. Com. und fügt dann am 
Schluss folgende neue hinzu. 
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Anszug 

aus >Von Beobachtung und Berechnung der Cometen«. Bei- 
träge zum Gebrauch der Mathematik, Theil 3, Seite 261 — 268. 

[261] Es bleiben nun aber noch einige Sätze zurück, die 
ich ebenfalls noch anführen werde. 

§ 70. Der erste betrifft die Frage, ein jedes parabolisches 
Segment in ein Dreieck von gleichem Inhalt zu verwandeln. 
(Fig. 33.) Die Parabel sei ÄMN, das vorgegebene Segment 
MQNRM, Mit der Sehne MN ziehe man die Tangente TQ 
parallel, theile RQ in drei gleiche Theile und zweien von 
diesen Theilen mache man die Höhe des Rechteckes MmqtiN 
gleich, so ist dieses Rechteck von gleicher Grösse mit dem 




Fig. 33. 

Segment MQNM. Der Beweis dieses Satzes findet sich im 
zweiten Theile meiner Beiträge zur Mathematik (Seite 272). 
Nun kann das Rechteck ohne Mühe auf unzählige Arten in 
gleich grosse Dreiecke verwandelt werden. Ich werde daher nur 
dasjenige Dreieck auswählen, das ich im Folgenden gebrauche. 
Dieses soll mit MN gleiche Basis haben. Demnach muss 
seine Höhe doppelt so gross als die von dem erstgezeichneten 
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Rechteck sein. Man mache also RP^= ^EQ und ziehe durch 
p die Linie p S mit MN parallel, so wird die Spitze des ver- 
langten Dreieckes auf der Linie pS liegen müssen. So aber, 
wie ich das Dreieck gebrauchen werde, muss eben diese Spitze 
auch auf der aus dem Brennpunkt F durch N (oder auch 
[262] durch M) gezogenen geraden Linie FNS liegen, dem- 
nach in S, als dem gemeinsamen Schnittpunkt der beiden 
Linien pS, FS. Das Dreieck ist demnach MSN. 

§ 71. Verlängert man nun die Tangente bis tj so ist 

§ 72. Hieraus folgt nun hinwiederum, dass wenn man 
auf SF jeden beliebigen Punkt S ausserhalb N annimmt und 
^7=1^^*^ macht, man aus t eine Tangente tQT^ und mit 
derselben die Sehne NM parallel ziehen könne, und sodann 
ein dem Segment MQNM gleiches Dreieck MSN haben 
werde. Hiervon lässt sich nun folgende Anwendung machen. 

§ 73. (Fig. 34.) Aus dem Brennpunkt F der Parabel 
AMQN ziehe man eine beliebige Linie FQq und auf der- 
selben nehme man ausser der Parabel einen Punkt q an. Aus 




Fig. 34. 

diesem ziehe man beiderseits die Tangenten qS und qT und 
mit denselben parallel die Sehnen QM und QN Endlich 
ziehe man FM^ FN, MN^ so sage ich, dass sich d^ Inhalt 
des Sectors FMSQF ztmi Inhalt des Sectors FGTNF wie 
MR zu RN verhalte. 
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[263] § 74. Um dieses zu beweisen, so nehme man 

Qr = i-Qq 

und ziehe Mr, Nr durch gerade Linien zusammen. Da nun 
vermöge des vorhin (§ 72) erwiesenen die Segmente MSQM^ 
NTQN den Dreiecken MrQMj NrQN gleich sind, so sind 
auch die ganzen Sectoren FMSQFy FQTNF den ganzen 
Dreiecken FMrFy FNrF gleich. Diese Dreiecke haben aber 
wegen der beiden gemeinsamen Punkte r, F gleiche Höhen 
über und unter der Linie MRN, demnach verhalten sie sich, 
wie die Grundlinien MB, BN, Demnach sind auch die 
Flächenräume der Sectoren im Verhältniss von MB zu BN, 

§ 75. Da nun die Zeiten, in welchen die Bögen NQ, 
QM durchlaufen werden, im Verhältniss der Sectoren sind, 
so sind sie ebenfalls im Verhältniss der Theile MB, BN der 
Sehne MN Man sieht leicht, dass es mit diesem Satze dahin 
abgesehen ist, die Bewegung des Cometen durch den Bogen 
MQN auf die Bewegung durch die geradlinige Sehne MN zu 
reduciren. Denn das Verhältniss der Zeiten trifft wenigstens 
bei den drei Punkten MBN genau mit dem Verhältniss der 
Theile MB, BN zusammen. 

[264] § 76. Für andere Punkte, die man sich auf der 
Sehne MN denken kann, ist hingegen dieses Verhältniss nicht 
ganz genau; es weicht aber desto weniger ab, je kleiner der 
Winkel MFN ist. Um dieses aufzuklären, sehe man B als 
einen jeden beliebigen Punkt der Sehne MN an. Zieht man 
die Linien FBQ, MQ, NQ, so wird immer der Flächen- 
raum der Dreiecke FMQF, FNQF im Verhältniss der Linien 
MB, BN sein. Wenn demnach die ganzen Sectoren FMSQF, 
FNTQF nicht genau in eben dem Verhältniss sind, so fehlt 
es eigentlich nur an den beiden Segmenten MSQM, NTQN 
und zwar nur, sofern sie von dem Verhältniss MB : BN ab- 
weichen. Ist nun aber der Winkel MFN höchstens nur 
20 Grad, so sind diese Segmente ein sehr kleiner Theil der 
ganzen Sectoren und dieses macht, dass das Verhältniss dieser 
Sectoren von dem Verhältniss der Linien MB, BN nur un- 
merklich wenig abweichen kann. Da es nun auf MN einen 
Punkt B giebt, wo die Abweichung vollends gleich Null wird, 
so trägt auch dieser Umstand mit bei, die Abweichung für 
jede andere Punkte B noch um desto geringer zu machen. 
Wir können aber genauer sehen, wie gross die Abweichung 
jedesmal sein wird. 
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§ 77. Die Frage kommt darauf an, ddss man Übe?'haupt 
[265] das Verhältniss des Dreieckes FMNF %u dem Sector 

FMmNF bestimme (Fig. 35). 

Haben die Buchstaben a^ b, c 
dieselbe Bedeutung wie in den 
Orbit. Comet. [§ 28], so haben wir 
(Orb. Com. § 29) den Inhalt des 
Dreieckes 

FMNF= A = afe sine cosc, 

des Sectors 

FMmNF= Ä = 
^Vab sine • (a-{-b -^-.Vab cosc). 

Man setze nun die Winkel 

AFN=2co 

äFM= 2rp 
so ist 

C = cp — 10 

und, wenn man ÄF=f setzt, 

FN = /"secw* = b 

FM = f^eccp'^ = a 
demnach 

A 

r 



Fig. 35 



fi 



= secw* sec^p^ sin(f/) — co) cos(f/) — co) 

= {tgcp — tgw)'(l + tgr/) tgcü) 

= ^secwsec(jpsin((jp — w)(secw'+sec(jp*+secwsecr/icos(r/) — co)) 
= ^(^S^P^^S^^) (3 + tgr/?* + tgw' + tgr/) tgw) . 



Hieraus folgt nun: 

A 



3(1 + tgr/)tgw) 



A 3 + tgr/)^ + tgw* + tg(/) i^iü 

Man setze nun ferner 

iget) = z 

tgr/) =^+C, 



^ 
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[266] so ist, 



demnach 



A 

A 
1 



3 + 3z^ + 3z(: 
1 



1 + 



3(1+^* + «?) 

oder auch, wenn man qp — co = c nimmt, 

A 1 

A ~ 



1 + 



sec w* tg c* 
3(l-tgwtgc) 



§ 78. Wenn wir nun in Fig. 34 den mittleren Winkel 
AFQ =i 2a) setzen, so ist OiW=2c, und ebenso können 




Fig. 34. 

wir QFM= — 2y annehmen und wir werden der letzten 
Formel zufolge 

FQNF 1 



FQTNT 



FQMF 
FQSMF 



2 +«./>* 



1 + 



sec (jüT tg G 



3(l-igwtg(?) 
1 



1 + 



sec w* tg y* 
3(l + tgcütg7) 
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haben. Sollen nun diese Verhältnisse gleich sein, so wird: 

1 — tgcotgc 1 +tgwtg/ 
demnach 

*^^ "" 1 + tgltgv = ^^z' — *^^ *S2'* + tgw* t^y' . 

Hieraus erhellt, dass die Winkel c und / der Gleichheit desto 
[267] näher kommen, je kleiner sie sind, und je kleiner noch 
überdies der Winkel co ist. 

§ 79. Da man aber diese Winkel nicht so wählen kann, 
wie sie dieser Bedingung zufolge sein sollten, so wird man 
dennoch nicht merklich fehlen, wenn sie überhaupt nicht von 
vielen Graden sind, weil das Verhältniss der Sectoren zu den 
Dreiecken nur in der zweiten Potenz der Winkel oder ihrer 
Tangenten tgc, tgv anfängt, von der Gleichheit abzuweichen. 
Ist z. B. der ganze Winkel MFN kleiner als 20° und die 
Winkel c, y sind nicht merklich verschieden, so ist jeder 
kleiner als 5° und das Quadrat ihrer Tangenten kleiner als 
0.0077. Wenn man demnach um diesen ganzen Unterschied 
fehlte, so würde der Fehler auf 130 kaum 1 betragen. Es 
kann sich aber der Fehler niemals so hoch belaufen, es sei 
denn, dass man einen der Winkel c, y unendlich klein und 

secw' ^ , secco* 



> 1 oder x77-r-i : — ; > 1 



3(1 - tgc^ tgc) -^ 3(1 + tg w tg/) 

annehmen wollte. Ersteres kann aber, zumal wo man mehrere 
Beobachtungen vorräthig hat, immer leicht vermieden werden, 
[268] wenn man die Zeiten zwischen den Beobachtungen nicht 
allzu ungleich nimmt. 

§ 80. Wie aber auch immer die Sache ausfallen mag, 
so kann man die Voraussetzung, dass die Sectoren den Drei- 
ecken gleich genommen werden, dergestalt gebrauchen, dass 
beide dadurch bis auf einen geringen Unterschied bestimmt 
werden, und diese Bestimmung kann sodann dienen, sie noch 
näher zu bestimmen, so oft man es nöthig findet. 

Zu § 73. Bekanntlich ist die von Euler (Th. mot. Com. 
et PI. § 3) eingeführte, hier von Lambert adoptirte aber mit 
einem neuen Werth der siderischen Umlaufszeit der Erde be- 
rechnete Grösse 7u später von Gaitss (Theoria motus § 1} 
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durch die Grösse k ((rawss'sche Constante) ersetzt worden, 
die definirt ist durch 

k = ' (u = Masse der Erde). 

T]/l + ^a 

Euler und Lambert vernachlässigen die Erdmasse und defi- 
niren 

__ 1 _ JT 

n T 

als Constante des Sonnensystems. Der Zusammenhang zwischen 
m, n und k ist also 

A: = 2m = 

n 

Mit den (jat^ss' sehen, noch jetzt beibehaltenen Annahmen be- 
rechnet, wird 

m = 0.008 601 049 47 

n= 116.2649. 

Ich habe die Grössen m und n in der Uebersetzung beibehalten. 

Will man die Formeln in der jetzt gewohnten Schreibweise 

k 2 

haben, so hat man m durch -r-, n durch - zu ersetzen. 

2 k 

Zu § 83. Aufgabe 15. Hier entwickelt Lambert den 
wichtigen, für die Bestimmung parabolischer Bahnen grund- 
legenden Satz, der lange seinen Namen getragen hat, bis 
Gauss (Theor. mot. § 106) darauf aufmerksam machte, dass 
bereits Euler 1743 in der Abhandlung: Miscell. Berol. Tom. 
VII pag. 20 denselben gefunden hatte, ohne jedoch dessen 
Bedeutung zu erkennen und ohne dass er ihn selbst bei seinen 
Arbeiten über Bahnbestimmung jemals benutzt hätte. Lambert 
hat ihn zweifellos selbständig gefunden und jedenfalls zuerst 
seine Bedeutung erkannt und für die Bahnbestimmung nutzbar 
gemacht. Er selbst sagt darüber (Beiträge zum Gebrauch der 
Mathematik Theil III pag. 257): »Wer die Mühe kennt, die 
man auf Berechnung der Cometenbahnen bisher verwendet 
hat, wird gar leicht einsehen, dass es noch an einem Satze 
von solcher Geschmeidigkeit fehlte und dass ich mir allenfalls 
etwas darauf zu gute halten könne, ihn gefunden, und selbst 
auch auf die elliptischen und hyperbolischen Laufbahnen aus- 
gedehnt zu haben.« Diese Verallgemeinerung wird denn auch 
jetzt als Lr/m&^r^'scher Satz bezeichnet, während der specielle, 
für die Parabel gültige Fall als ^««/^r'scher Satz citirt wird. 
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Lagrange (Nouveaux M^m. de l'Acad^mie de Berlin Ann^e 
1778) kennt Euler' ^ Priorität nicht, obwohl er, wie aus der 
prachtvollen historischen Einleitung hervorgeht, die Geschichte 
des Problems genau studirt hatte; er spricht sich über die 
Leistung Lamberfs wie folgt aus: »C'est ce que Lambert a 
fait dans son beau Trait6 »De orbitis Cometarum«, oü il est 
parvenu ä un des Thöor^mes les plus 61^gants et les plus 
utiles, qui aient 6t6 trouv6s jusqu'ici sur ce subjet, et qui a 
en meme temps l'avantage de s'appliquer aussi aux orbites 
elliptiques« (Oeuvres IV p. 444), und an einer andern Stelle: 
». . . un Th^or^me qui, par sa simplicit6 et par sa gön^ralit^, 
doit etre regard^ comme une des plus ing^nieuses d^couvertes 
qui aient 6t6 faites dans la Theorie du Systeme du monde« 
(p. 447). Von dem Satze, den Lambert durch geometrische 
Betrachtungen findet, gab Lagrange zuerst einen analytischen 
Nachweis (M^m. de l'Ac. Berlin 1778, Oeuvres T. IV p. 475), 
dann Encke (Berl. Jahrb. 1833). Encke hat an der citirten 
Stelle auch eine elegante Umformung desselben angegeben, 
durch welche mit Benutzung einer von ihm berechneten Htllfs- 
tafel die Sehne rasch aus den Radienvectoren und der 
Zwischenzeit berechnet werden kann. 

Lambert übergeht auch hier (siehe Anmerkung zu § 63) 
den Fall mit Stillschweigen, wo der zwischen den Radien- 
vectoren eingeschlossene Winkel grösser als 180° wird. Der 
Satz lautet allgemein geschrieben: 

^ ^ 1 n a+b + h -^_ ^ a + b^h h c < 90^ 
mSV2\\ 2 / -^\ 2 / / c>90°. 

Zu § 88. Die Zahlenangaben sind im Original durchweg 
uncorrect; ich habe dieselben verbessert. 

Berechnet man die Reihe mit der Gauss' sehen Constante, 
so kommt [FQ = R) gesetzt) 

NM= [8.386 0964-10] -^- — [3.477 0480-io] ^ 

B^ R^ 

+ [9.045 1208-40] -^ — 

R^ 

Zu § 92, Beide Formeln sind im Original uncorrect. 

Zu § 117. Der letzte Theil des Satzes ist im Original 
unverständlich; es ist aber kein Zweifel, dass der Sinn hier 
richtig wiedergegeben ist. 



^ 
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Zu § 125, Auf dieser Reihenentwickelung beruht die 
Encke^sahe Auflösung des Lam6er^'schen Satzes. Das Encke- 
sehe rj ist bei Lambert mit z bezeichnet und das von Encke 
tabuliifte /t ist: 

Eneke hat einen endlichen Ausdruck fflr diese Reihe gefunden; 
wird nämlich 



/v 



sm ö = — = 



gesetzt, so folgt 



Es wird dann 



3 sin 4- / — ^ 

itt = — :-7— Vcos 1© . 
^ sm ^ 



k = gzf,i = — ^- fii . 

Vg 

Zu § 155. Dieser § enthält die erste Lamberf&chQ Bahn- 
bestimmungsmethode. Lambert führt das Problem schliesslich 
auf eine Gleichung 6. Grades. Lagrange glaubt, dass dies 
nur davon herrührt, dass Lambert die halbe Summe der 
äusseren Radiusvectoren gleich dem mittleren setzt; denn er 
zeigte, dass der Grad dieser Gleichung im allgemeinen Fall 
mindestens der 7. sein muss (Oeuvres IV, 448). Allein 
Gau^hy (Oeuvres Vol. X) hat später nachgewiesen, dass sich 
die La^aw^e'sche Gleichung auf den 6. Grad reduciren lässt. 
(Siehe hierüber Galla/ndreau^ D6t. des orbites p. 26.) 

Die Aehnlichkeit der Lamfter^'schen Methode mit der 
Oß>ers'schen ist schon mehrfach hervorgehoben worden. Ich 
weise dies an einer anderen Stelle ausführlich nach und zeige, 
wie die Lam^er^^sche Methode, wenn man sich nur die Mühe 
nimmt, seine Ausdrücke vollständig zu entwickeln und wenn 
man die von ihm zuletzt ganz überflüssiger Weise gemachte 
falsche Annahme, dass der mittlere Radiusvector gleich dem 
arithmetischen Mittel der äusseren sei, fallen lässt, zu einem 
schönen und brauchbaren Verfahren ausgebaut werden kann. 

Eine Anwendung der ursprünglichen Lamfter^'schen Me- 
thode findet man in den »Beiträgen zum Gebrauch der Math.« 
Theil 3 Seite 270. 
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Zu § 157: Da sich der Originaltext an einigen Stellen 
speciell auf die von Lamhei't entworfene (hier durch eine 
übersichtlichere ersetzte) Figur bezieht, so mnsste er in der 
Uebersetzung theilweise geändert werden. 

Zu § 158. Diese Bahnverbesserungsmethode hat Lambert 
in den »Beiträgen zum Gebrauch der Mathematik« Theil 3 
Seite 280 auf den Cometen von 1769 angewendet. Die Me- 
thode ist wegen ihrer Weitläufigkeit in der Praxis verlassen 
worden. 

Zu § 159, Eine »Aufgabe 33« fehlt. 

Zu § 171. Lambert hat in der oben unter 1) citirten Ab- 
handlung Capitel X eine Ergänzung seiner Bahnbestimmungs- 
methode gegeben, die wegen der Aehnlichkeit mit den vier 
Grundgleichungen, von denen 0/5er5 ausgegangen ist, bemerkens- 
werth ist und daher hier eingefügt werden soll. 



Auszug 

jebrauche 

Seite 293—299. 



aus den »Beiträgen zum Gebrauche der Mathematik« Theil 3 



[293] 

Einige Betrachtungen über die parabolische Bahn. 

§ 128. So einfach der Lauf eines Cometen in einer para- 
bolischen Bahn ist, so hat man dennoch bisher keine Methode, 
denselben ohne vorläufiges Versuchen zu bestimmen, und wenn 
es hoch kommt, so fängt man mit einem quam proxime an, 
und holt sodann das übrige nach. Dieses ist auch der Weg, 
den ich genommen habe. Er ist indessen ungleich kürzer, als 
[294] derjenige, den Lacaüle und Lalande vorschlagen. Bei 
diesem muss man unzählige Versuche vornehmen, um nur einer 
einzigen Bedingung Genüge zu leisten, und dann kommen erst 
noch unzählige Versuche vor, bis auch der anderen Bedingung 
Genüge geschieht. Zuletzt wird alles dennoch nur durch Ein- 
schaltungen und Näherungen erhalten. 

§ 129. Ungeachtet ich es nun bei der hier gebrauchten 
Construction und Berechnungsart kann bewenden lassen, so 
werde ich doch noch zeigen, dass sich in der That die ganze 
Sache auf drei Gleichungen bringen lässt. Diese Gleichungen 
sind zwar ziemlich verwickelt, indessen werde ich sie dennoch 
augeben, theils weil man bisher noch gar keine gefunden, 
theils auch weil sich Näherungsarten daraus herleiten lassen, 
von denen man den Grad der Zuverlässigkeit bestimmen kann. 



SS 
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§ 130. (Fig. 36.) Es sei die Sonne in S und zur Zeit 
der drei Beobachtungen sei die Erde in J, a, a, der Comet 
in C, c, y. Die Linien CB, cb^ yß stellen die Höhe des 
Cometen über der Ebene der Erdbahn vor. Nun sind gegeben 

I. Die Lage. und Länge der Linien SA, Sa, Sa und daraus 
findet man 

1) die Sehnen Aa, Aa, acc\ 

2) die Winkel SAa, SaA\ SAa, SaA', Saa] Saa, 

[295] IL Die Lage der Linien AB, ab, aß oder die 
beobachteten Längen des Cometen, und daraus ergeben sich 

1) die Winkel BAS, baS, ßaS oder die Unterschiede 
der Längen der Sonne und des Cometen; 

2) die Winkel BAa, BAa\ baA, baa\ ßaA, ßaa. 

in. Die Winkel GAB, cab, yaß oder die beobachteten 
Breiten des Cometen. 

IV. Aus II und III können auch die W^inkel CAS, caS, 
yaS oder die scheinbaren Abstände des Cometen von der Sonne 
berechnet und demnach als gegeben angenommen werden. 
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Fig. 36. 







§ 131. Nun kommt die Rechnung auf die Distanzen SC, 
Sc, Sy und die Sehnen Cc, Cy, cy an. Man nenne zu 
beiden Absichten 

AC=j' SA = A 



ac = y 



ay = ,^ 



Sa = a 
Sa = a 
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und die Winkel 

CÄS = G 

caS = c 

yaS = / 

so findet man erstlich die Distanzen: 



SC = Vx" -i-Ä^ — 2ÄX cos C 
Sc = y«/* + ö^* — 2ai/ cosc 



Sy = Vz'^ + a* — 2 a ;?; cos / . 
[296] § 132. Ferner setze man die Sehnen 

Äa = K 
Aa = h 

und die Winkel (die wir sämmtlich als spitz ansehen) 

aAB = B Äab = b Äaß = ß 

aÄB = B' aab = b' aaß = ß' 

und die Breiten (die wir sämmtlich nördlich setzen) 
GAB = L, cab = l, yaß = l 

so ist erstlich 

GB = x^mL cb = y sinl yß = z&ml 
AB = xiiosL ab = ycosl aß = xaosX . 

§ 133. Dieses ist, was sich für jede Beobachtung für sich 
finden lässt. Da nun aber die Sehnen Gc, Gy, cy sollen 
gefunden werden, so müssen die Beobachtungen, je zwei und 
zwei, verglichen werden, und da haben wir erstlich die Unter- 
schiede 

GB — cb = X sinZ/ — y sinl 

GB — yß = X sinZ/ — ;?; sin^ 

cb — yß = y^inl — ^ sin i . 

Von diesen werden wir die Quadrate gebrauchen. 

§ 134. Sodann verstehe man, dass in D, d, Z7, e, F, f 
rechte Winkel seien, so ist: 



[297] -BD =x cos L sin 5 
bd = yc>o^l sin 6 



BE= X cos L sin B' 
ße = zcos). sin/? 



bF=^y 0,0^1 sinft' 
ßfz=%tosk^inß' 
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und demnach die Unterschiede 

BD — bd = X cosi/ sin J9 — y cosl sinfc 
BE — ße =*^ X cosL sinJ5' — x cosi sin/? 
bF — ßf=ycoBl sinft' — « cos A sin/?'. 

Auch von diesen Unterschieden werden wir die Quadrate ge- 
brauchen. 

§ 135. Endlich ist 



ae = xcosl cos /? 



aF= y cosZ cos b' 
aF =zcosXc>osß' 



AD = X cosL cos5 
ad = y 0,0^1 cosfe 

und daraus folgt 

Dd = K — X cosL cosjB — y cosZ cos 5 
Ee = k — X cosL cosJ? — x cos A cos/? 
Ff = X — y cos l cos b' — x cos l cos /?'. 

Auch hiervon werden nun die Quadrate gebraucht werden. 
§ 136. Es sind nämlich die Quadrate der Sehnen 

Gc^ = (OB — cb)^ + {BD --bdf + Dd^ 

Gy^ = {CB — y/?)*+ [BE — ße)^ + Ee" 
cy'' = {cb—yßT-^{bF—ßfY + Ff\ 

§ 137. Werden demnach die gefundenen Werthe hierin 
gesetzt, so erhält man nach gehörigen Reductionen die Sehnen: 

[298] 

Gc == V{x'^-\-y'^ — 2xy{smL sinZ + cosL cosZ cos(-B + b)) 

— 2Kx cosL cos5 — 2Ky cos / cos fe + K^) 
Gy= y{x^'^x'^ — 2ir;i;(sinLsinA + cosLcosi cos(5'+ ß)) 

— 2Ä:a;cosZ/CosJ5' — 2kxQ0»l cos/? + ä:') 
cy = y(2/* + «* — 22/^(sinZsini + cos/cosi cos(y+ ß')) 

— 2x1/ cos /cos 6' — 2x;?; cosA cos/?'+ x*) . 

In diesen Formeln sind die Coefficienten , womit xy^ xx, yx 
multiplicirt sind, Cosinus der Seiten von sphärischen Drei- 
ecken, in welchen der gegenüberstehende Winkel nebst den 
zwei anderen Seiten gegeben sind. Es könnte auch gezeigt 
werden, wie sich diese sphärischen Dreiecke in der Figur 
bilden. Man gewinnt aber weiter keine Abkürzung dabei, da 
diese Coefficienten, so wie sie hier sind, ebenso leicht in Zahlen 
berechnet werden. 

Ostwald's Klassiker 133. 10 
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§ 138. Es seien nun für die Bögen 

Ce die Zeiten T 

Cy * * t 

ey * » T 
so ist 

12mT = {SG+ Sc + Cef— {SC+ Sc — Cef' 
12mt = {SC+Sy+Gy)^-^{SC + Sy-^Gyf^ 
12mr= (Sc + Sy+cyf-- (Sc + Sy— cyf'. 

Man darf demnach nur in diesen Fonneln die § 131, 137 
[299] gefundenen Wertho setzen, um für x, 2/> ^ d^ßi Q\&i- 
chungen zu erhalten, wodurch diese Distanzen bestimmt sind. 

§ 139. Ungeachtet nun, um x^ y, z zu bestimmen, drei 
Gleichungen genug sind, so lässt sich bei der Parabel noch 
überdies eine rierte finden, und diese beruht darauf, dass die 
Linien SC, Sc, Sy in einer und derselben Ebene liegen, 
demnach die Winkel 

GSc + cSy = GSy 

sein müssen. Dadurch wird von den sechs Linien SG, Sc, 
Sy, Gc, Gy, cy eine durch die übrigen an sich schon be- 
stimmt. Es wird aber auch diese Gleichung, so wie die drei 
vorhin gefundenen so weitläufig, dass sie schwerlich jemals 
werden aufgelöst werden, ungeachtet man dadurch, dass man 
eine Gleichung mehr hat als nöthig ist, voraussehen kann, dass 
sieh die ganze Rechnung endlich auf drei Gleichungen vom 
ersten Grade herunterbringen lässt. 

Zu § 173—179, Die Fig. 21 zu diesen Sätzen ist in den 
Orb. Com. insofern eine ungeeignete, als in ihr der Schnitt- 
punkt von Gc mit Qh und der Schnittpunkt von Gc mit der 
Ellipse AHB zufällig zusammenfallen; beide Punkte werden 
auch mit nur einem Buchstaben c bezeichnet, wodurch der Text 
theilweise undeutlich wird. Ich habe den ersteren Schnitt- 
punkt c, den letzteren c' genannt und den Text entsprechend 
geändert. In der LamZ^er^ 'sehen Figur fällt auch der End- 
punkt / der kleinen Axe der zweiten Ellipse zufällig auf die 
erste Ellipse, was aber weiter zu keinen Zweideutigkeiten 
Anlass giebt. 
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Zu § 201, lieber diesen bemerkenswerthen Ausdruck der 
Zwischenzeit durch ein bestimmtes Integral vergleiche man 
Klirücerfues Theor. Astronomie Vorl. 72 und Gallandreau, Det. 
des orbites § 2 (M^m. de l'Obs. de Paris). 

Zu § 210, Hier entwickelt Lambert den berühmten, seinen 
Namen tragenden Satz. Den Fall, wo die Differenz der wahren 
Anomalien grösser als 180° wird, übergeht er auch hier mit 
Stillschweigen. Betreff anderer Beweise, Verallgemeinerungen 
und Nutzbarmachung des Satzes namentlich für parabelnahe 
Bahnen muss auf die Lehrbücher der theoretischen Astronomie 
verwiesen werden. Ich citire nur folgende besonders wichtige 
Abhandlungen, die sich mit dem Z/amier^'schen Satze be- 
schäftigen : 

1) Gauss ^ Theoria motus § 106 ff. 

2) Marth^ Auxiliary Tables for the «olution of Lambeti^ 
equation. Astr. Nachr. Band 65, S. 321. 

3) Oppolzer^ Lehrbuch der Bahnbestimmung Bd. II, S. 464. 

4) GallandreaUj J)6t des orbites Ch. I, 1902. 

Zur zweiten Abhandlung. 

In dieser machte Lambert seinen schönen Satz über die 
scheinbare Bahn der Cometen bekannt. Die Bedeutung des- 
selben beruht nicht darin, dass er durch den Anblick der 
scheinbaren Bahn einen Schluss auf die Entfernung des Co- 
meten zulässt, sondern, wie Lambert selbst sehr wohl erkannt 
hat, in seiner Wichtigkeit für die Bahnbestimmung, deren 
innersten Kern er blosslegt. Schon Lagrange hat darauf hin- 
gewiesen, indem er von einer Gleichung 8. bez. 7. Grades für 
q" nachweist, dass dieselbe unmittelbar aus der Betrachtung 
Lambert^s über die scheinbare Bahn fliesse: 

»la Solution pr^c6dente reviendra ä celle, que Lambert 
a propos^e dans les Mdmoires de 1771. La m^thode 
de Lambert est fond^e uniquement sur la consid^ration 
synth^tique de l'orbite apparente de la Comete et n'en 
est que plus ing^nieuse; mais eile ne fait pas voir que 
la Solution qui en r^sulte a r6ellement le dernier degr^ 
de simplicit^, qu'on puisse donner au Probleme des 
Cometes envisag^ directement, et il n'y avait qu'une ana- 
lyse teile que la pr^c^dente qui püt lui procurer cet 
aVantage.« (Oeuvres IV, Seite 473.) 

10* 



148 Anmerkungen. 

Später war es wohl zuerst Klinker fues^ der in seiner »Theo- 
retischen Astronomie« Vorl. 31 — 34 den Löwifter^ 'sehen Satz 
in den Mittelpunkt rückte und (Vorl. 47) auf seinen Zusammen- 
hang mit der (Ja^*ss'schen Grundgleichung hinwies. H, Brims 
(Der Lamöer/'sche Satz, Astr. Nachr. Bd. 118 S. 241) hat die 
Gleichung achten Grades direct aus dem LamZ^er^ 'sehen Satze 
abgeleitet und zudem gezeigt, dass darauf eine brauchbare 
Methode der Bahnbestimmung aufgebaut werden kann. J. Qlauser 
(Bahnbestimmung nach Lambert^ Astr. Nachr. 121, S. 65) hat 
sich noch näher an die direct von Lambert gegebenen An- 
deutungen angeschlossen und eine Methode daraus zusammen- 
gestellt. 

Lambert muss also auf Grund der vorliegenden Abhandlung 
als der eigentliche Begründer der directen Bahnbestimmungs- 
methoden betrachtet werden [Gallamireau, D6t. des orbites p. 32). 

Zdi § 28, Diese Gleichung ist identisch mit der O/öers'schen 
Hauptgleichung (»"= qM (Vogelj lieber die Identität der Lamhert- 
schen und 0/feers'schen Methode, Astr. Nachr. 136, S. 83). 
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